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Predgovor

Teorija fiksne tacke je povezana sa mnogim oblastima matematike, kao
Sto su: klasiéna analiza, funkcionalna analiza, numericka analiza, topologija,
teorija operatora i algebarska topologija. Najveci broj teorema koje dokazuju
egzistenciju resenja odredene diferencijalne, integralne, operatorske ili neke
druge jednacine zapravo predstavljaju odredene teoreme o fiksnoj tacki. Teor-
ija fiksnih tacaka je jedna od glavnih grana nelinearne analize. Brojna pitanja
fizike, hemije, biologije, ekonomije i drugih nauka vode do razli¢itih diferenci-
jalnih i integralnih jednacina.

Ova knjiga se uglavnom sastoji od predavanja koja su autori drzali na
Prirodno matematickom fakultetu, Univeziteta u Nisu. Prvenstveno je na-
menjena studentima kao osnovni udzbenik iz predmeta Teorija fiksne tacke i
primene, koji se predaje studentima matematike na master studijama. Sma-
tramo da knjiga moze uspesno da koristi studentima doktorskih studija, ali i
kao literatura za nauc¢no-istrazivacki rad.

Knjiga je podeljena na cetiri glave i sadrzi deo Dodatak(u ovom delu
izlazemo(podse¢amo) na neke pojmove i stavove koji se koriste u knjizi). Svaka
glava se sastoji iz vise poglavlja.

U prvoj glavi uvodimo oznake, osnovne pojmove i rezultate koji se kas-
nije koriste. U ovoj glavi izu¢avamo ¢uvenu Banachovu teoremu o fiksnoj
(nepokretnoj) tacki [12]; ona se ¢esto naziva i Banachov princip kontrakcige.
Za ovaj princip iz 1922. godine vezuje se pocetak izucavanja teorije fiksne
tacke u metrickim prostorima. Pored klasicnog Banachovog dokaza iz rada
[12], izlozeni su i drugi dokazi pomenute teoreme iz slede¢ih radova: Joseph
i Kwack [80], Palais [108], Boyd i Wong [21]. Date su primene pomenute
teoreme kod izuc¢avanja perturbacije invertibilnog ograni¢enog linearnog oper-
atora na Banachovom prostoru, kod izucavanja egzistencije resenja jednacina.
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4 PREDGOVOR

Razmatraju se obi¢ne jednacine, sistem od n—linearnih algebarskih jednacina,
diferencijalne jednacine i integralne jednacine.

Mnogi autori su definisali preslikavanja kontraktivnog tipa na komplet-
nom metrickom prostoru X koja su uopstenja dobro poznate Banachove kon-
trakcije. U mnogim sluc¢ajevima takva preslikavanja imaju jedinstvenu fiksnu
tacku, i ona se moze dobiti koriste¢i Picardovu iteraciju, pocevsi od neke
pocetne tacke g € X.

U drugoj glavi iznosimo pojedine rezultate u vezi pomenute problematike.
Napomenimo da su, izmedu ostalog, izlozeni rezultati is radova : Edelstein
[49, 48], Rakotch [111], Boyd i Wong [22], Meir i Keeler [103], Kannan [89],
Chatterjea [28], Zamfirescu [150], Cirié [35, 37], Reich [117], Hardy i Rogers
[67], Jungck [81], Das i Naik [46], Sessa [133], Rakocevi¢, [41], Fisher [54],
Caristi [27], Bollenbacher i Hicks [20], Rhoades [123] i Berinde [15]. Navedeni
radovi obuhvataju vremenski period od 1961. godine do 2004. godine, i pred-
stavljaju pregled rezultata iz navedenog vremenskog perioda. Smatramo da bi
ovakvo prezentiranje materjala trebalo da omogué¢i mladom ¢itaocu detaljno
upoznavanje sa pomenutom problematikom, i otvori moguénost za savremena
samostalna istrazivanja. Napomenimo da je Rhoades [122] 1977. godine ob-
javio veoma znacajan rad u kome je izlozio pregled i poredenje 250 razlic¢itih
definicija preslikavanja kontraktivnog tipa.

U trecoj glavi izlazemo rezultate iz radova Sehgal [134], Guseman [59],
kao i uopstenja njihovih rezultata koje je dao Ciri¢ [37, 38|, a koji se odnose
na kontraktivna preslikavanja lokalnog tipa u tacki. Pored toga, u vezi sa
prethodnim, izloZeni su pojedini rezultati Ray i Rhoadesa [116] i Matkowskia
[100].

U cetvrtoj glavi izlozeni su i originalni rezultati autora. U njima se
izucavaju fiksne tacke preslikavanja na prostorima koji uopstavaju metricke
prostore, tj., na konusnim metrickim prostorima, prostorima sa w—rastojanjem
i parcijalnim metrickim prostorima.

Zahvaljujemo se recenzentima, Prof. dr Ljiljani Gaji¢ i Prof. dr Draganu
Dordevi¢u, koji su svojim sugestijama i primedbama doprineli poboljsanju
ovog rukopisa.

U NiSu, novembra 2011. godine Autori



Glava 1

Banachov princip kontrakcije

U ovoj glavi izuc¢avamo ¢uvenu Banachovu teoremu o fiksnoj (nepokretnoj)
tacki [12]; ona se Cesto naziva i Banachov princip kontrakcije. Za ovaj princip
iz 1922. godine vezuje se pocetak izucavangja teorije fiksne tacke u metrickim
prostorima.

Pored klasi¢nog Banachovog dokaza iz rada [12], izloZeni su i drugi dokazi
pomenute teoreme iz sledeé¢ih radova: Joseph i Kwack [80], Palais [108], Boyd
i Wong [21].

Date su primene pomenute teoreme kod izucavanja perturbacije inver-
tibilnog ogranic¢enog linearnog operatora na Banachovom prostoru, kod izuc¢ava-
nja egzistencije resenja jednacina. Razmatraju se obi¢ne jednacine, sistem
od n—linearnih algebarskih jednacina, diferencijalne jednacine i integralne
jednagcine.

1.1 Uvod

Fiksne tacke preslikavanja izuCavanju se u matematickoj disciplini Teorija o
fiksnim tackama. Teorija fiksnih tacaka je jedna od glavnih grana nelinearne
analize. Brojna pitanja fizike, hemije, biologije i drugih nauka vode do ra-
zli¢itih diferencijalnih i integralnih jednacina. Ako zanemarimo konkretnu
formu tih jednacina, mozemo ih svesti na apstraktne operatorske jednacine
¢ime je reSavanje polaznih jednacina svedeno na odredivanje fiksnih tacaka
operatora.
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Definicija 1.1.1 Neka je X neprazan skup i f : X — X. KaZe se da funkcija
f ima fiksnu(nepokretnu) tacku ako postoji x € X tako da je

flx) ==

Tada se element x naziva fiksna(nepokretna) tacka funkcije f.

Skup svih fiksnih tacaka funkcije f oznacavamo sa Fixf ili Fy. NaveSéemo
nekoliko primera:

Primer 1.1.1 Neka je X = R i f(z) = 2% + 52 + 4. Tada funkcija f ima
samo jednu fiksnu tacku, tj. Fy = {—2}.

Primer 1.1.2 Za preslikavanje f(z) = 2°>—x, gde je X = R, skup svih fiksnih
tacaka je Fy = {0,2}.

Primer 1.1.3 Za X =R i f(z) =z + 2 je Fy = 0.

Primer 1.1.4 Ako je X =R i f(x) = x, skup fiksnih tacaka preslikavanja f
je cela realna prava, tj. Fr = R.

Teorija fiksnih tacaka proucava pod kojim uslovima fiksne tacke pos-
toje(jedna ili vise), metode za njihovu aproksimaciju u slu¢aju kada postoje i
strukturu skupa F'.

Napomena 1.1.1 Posmatrajmo operatorsku jednacinu Ax =y, pri cemu je
A X — X linearno preslikavangje, a X wvektorski prostor. Ovu jednacinu
mozZemo zapisati u ekvivalentnom obliku

Bx =z, Br=x+ Ax —y,

¢ime smo problem reSavanja polazne jednacine sveli na odredivange fiksne tacke
operatora B.

Mnogi problemi operatorskih jednacina se prevode na problem fiksne tacke.
U realnoj analizi, nula funkcije f(x), koja je definisana na ograni¢enom inter-
valu, moze se odrediti nalaZenjem fiksne tacke funkcije g(x) = f(x) + x.

U sledecoj teoremi navedena je klasa funkcija koje imaju fiksnu tacku.
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Teorema 1.1.1 Neka je —oco < a < b < oo i f : [a,b] — [a,b] neprekidna
funkcija. Tada f ima fiksnu tacku na intervalu |a,b].

Dokaz: Neka je F(z) = = — f(z). Ako je a = f(a) ili b = f(b), tada je a
odnosno b fiksna tacka. U suprotnom je a < f(a) i b > f(b), pa je

fla) <0
f(b) > 0.

F(a)=a
F)=1b

Kako je F' neprekidna funkcija, postoji u € (a,b) takvo da je F(u) = 0 tj.
u= f(u). O

Ova teorema pokazuje da neprekidna i ograni¢ena funkcija ima fiksnu
tacku. Da je uslov ograni¢enosti neophodan, pokazuje sledeéi primer.

Primer 1.1.5 Neka je f : RT — RY, f(z) = 22 +a, a > 1, pri éemu je a
proizvoljna konstanta. Tada je

1\? 1
f(x)—ac:(x—2> +a—1>0, za Vx € RT.

Ocigledno, funkcija f nema fiksnu tacku.
Naredna teorema govori o postojanju fiksne tacke diferencijabilnih funkcija.
Teorema 1.1.2 Neka je f : [a,b] — [a,b] diferencijabilna funkcija za koju
postoji L € [0,1) tako da je

If'(x)] <L <1, x¢€]lab].
Tada funkcija f ima samo jednu fiksnu tacku.

Dokaz: Funkcija f je neprekidna(jer je diferencijabilna) pa na osnovu Teo-
reme 1.1.1 ima bar jednu fiksnu tacku. Dokazimo da je ta fiksna tacka jedin-
stvena. Pretpostavimo suprotno, tj. da funkcija f ima dve fiksne tacke =1 i
x9. Tada postoji ¢ € [a,b] tako da je

21 — xa| = |f(21) = fz2)] = |f'(c) (w1 — 22)| < Loy — 22| < |21 — 2],

sto je kontradikcija. O

Sledecée teoreme su dokazali Brouwer i Schauder i odnose se na postojanje
fiksnih tacaka neprekidnih preslikavanja. Dokazi ovih teorema se mogu naci u
[94].
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Teorema 1.1.3 (Brouwer) Neka je K[0,1] C R™ zatvorena jedinicna kugla.
Svako neprekidno preslikavange f : K|[0,1] — K|0,1] ima fiksnu tacku.

Ideja za dokaz Brouwerove teoreme potice iz rezultata Henrija Poincaréa
iz 1886. godine. Brouwer je 1909. godine dokazao teoremu za n = 3, dok je
1910. godine Hadamard izlozZio dokaz ove teoreme za svako n € N. Dve godine
kasnije Brouwer je na drugi nacin dokazao ovu teoreme u slucaju kada je n
proizvoljan broj. Rezultate koji su ekvivalentni Brouwerovoj teoremi dokazao
je P. Bohl 1904. godine.

Brouwerova teorema vazi u kona¢no-dimenzionalnim normiranim pros-
torima, a na beskona¢no-dimenzionalnim Banachovim prostorima koristi se
slede¢a Schauderova teorema.

Teorema 1.1.4 (Schauder) Svako neprekidno preslikavanje f : K — K, kom-
paktnog, konveksnog podskupa K Banachovog prostora X ima fiksnu tacku.

Prirodno se namece pitanje, da li postoji Sira klasa funkcija definisanih
u metrickim prostorima koje imaju fiksnu tacku? Trazenje odgovora na ovo
pitanje vodi nas do pojma kontrakcije u metrickim prostorima, tj. do kon-
traktivnih preslikavanja.

1.2 Banachov princip kontrakcije

U ovoj sekciji izlazemo ¢uvenu Banachovu teoremu o fiksnoj(nepokret-
noj) tacki; ona se ¢esto naziva i Banachov princip kontrakcije. Za ovaj princip
1z 1922. godine vezuje se pocetak izucavanja teorije fiksne tacke u metrickim
prostorima.

Definicija 1.2.1 Neka je (X, d) metricki prostor. Preslikavange f : X — X
je

(a) Lipschitzovo (L-Lipschitzovo) ako postoji L > 0 tako da je

d(fx, fy) < L-d(z,y), za svako z,y € X;
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(b) kontrakcija(q—kontrakcija) ako je f q—Lipschitzovo, za q € [0,1), tj.
d(fz, fy) < q-d(x,y), za svako x,y € X (1.1)
(¢) neekspanzivno ako je f 1—Lipschitzovo;
(d) kontraktivno ako je
d(fz, fy) < d(z,y), za svako x,y € X, x # y;
(e) izometrija ako je
d(fx, fy) =d(x,y), za svako x,y € X.
Naves¢emo nekoliko primera ovih preslikavanja.

Primer 1.2.1 Preslikavanje f : R — R definisano sa f(x) = 5 + 3 je kon-
trakcija pri cemu je Fy = {6}.

Primer 1.2.2 Preslikavange f : [1/2,2] — [1/2,2] definisano sa f(x) = 1/x.
je 4-Lipschitzovog preslikavange. Skup njegovih fiksnih tacaka je Fy = {1}.

Primer 1.2.3 Preslikavanje f : [1,4+00) +— [1,4+00), f(z) = = +
traktivno i Fy = ).

8] =

je kon-

Primer 1.2.4 Preslikavanja f : R — R, f(x) = x + 5 je izometrija. U tom
slucaju je Fy = ().

Primetimo da je preslikavanje koje zadovoljava Lipschitzov uslov nepre-
kidno. Sledeca teorema naziva se Banachov princip kontrakcije. Ona, izmedu
ostalog, pokazuje da je za izucavanje fiksnih tacaka kontrakcija dovoljno pos-
matrati kompletne metricke prostore. Kontraktivna i neekspanzivna preslika-
vanja zahtevaju bogatiju strukturu prostora koja bi im obezbedila postojanje
fiksne tacke.

Teorema 1.2.1 (Banach [12])(Banachov princip kontrakcije) Neka je (X, d)
kompletan metricki prostor i f : X — X kontrakcija. Tada preslikavanje f
ima samo jednu fiksnu tacku.
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Dokaz: Neka je xg € X proizvoljna tacka prostora X. Formirajmo niz (x,)
tacaka prostora X pomoéu x,, = f(z,—1), n =1,2,.... Dokazimo da je taj niz
konvergentan. S obzirom da je po pretpostavci metricki prostor X kompletan,
dovoljno je dokazati da je niz (x,) Cauchyev. Neka je a = d(zg,z1). 1z

d(xnaxn+1) = d(f(xn—l)a f(xn)) S q- d(mn—hxn)
<...<q¢"-d(xo,z1)=a-q"

a )

za m > n sledi

m—1

m—1 00
d(Tp, Tm) < Z d(rg, Tp41) < a- Z " <a- qu =a-
k=n k=n k=n

qn

(1.2)

1—q

Odatle, zato sto je 0 < ¢ < 1, sledi (x,) je Cauchyev niz. Prema tome,
postoji € X tako da niz (x,) konvergira ka z. Dokazimo da je x fiksna tacka
preslikavanja f. Zaista, iz

0< d(l'na f(fl))) = d(f(xnfl% f(l‘)) < q- d(l‘n,l, ZL‘),

a kako x,, — z, sledi x,, — f(z), kad n — oo, te je f(z) = x.

Dokazimo jedinstvenost fiksne tacke. Ako bi postojala jos jedna tacka
y € X, y # x, sa svojstvom f(y) =y, tada iz

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < q-d(z,y)

sledi (1 — q)d(z,y) < 0, §to je suprotno pretpostavci, jer je 0 < ¢ < 1. O
Dokaz Teoreme 1.2.1: (Joseph i Kwack [80])

Neka je ¢ = inf{d(z, f(z)) : = € X}. Ako je ¢ > 0, tada je ¢/q > c i
postoji z € X tako da je

d(f(x), f(f(2))) < qd(z, fr) <<,

Sto je kontradikcija. Prema tome ¢ = 0. Neka je {x,} niz u X tako da
d(xp, f(xy)) = 0, n — oo. Primetimo da je x,, Cauchyev niz, jer iz

d(fEna xm) < d(xna f(:zn)) + d(f(xn)a f(xm)) + d(f(:zm)’ xm)

sledi
(1 = @)d(@n, xm) < d(n, f(2n)) + d(@m, f(zm)).
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Prema tome, postoji p € X, tako da je limyx,, = p, aiz imd(z,, f(x,)) =

p, sledi lim fz, = p. 1z d(f(z,), f(p)) < qd(xn,p), sledi lim, f(z,) = f(p),
i prema tome f(p) = p. Jedinstvenost fiksne tacke preslikavanja f sledi iz
kontraktivnog uslova samog preslikavanja f. O

Dokaz Teoreme 1.2.1: (Palais [108]) Neka je z1,22 € X. Tada je

d(w1, ) < d(x1, f(21)) + d(f(21), f(22)) + d(f(22), 72),
odnosno
(1 —q)d(x1,22) < d(x1, f(z1)) + d(f(22), 22).

Tako dobijamo Fundamentalnu kontrakcijsku nejednakost
1
d(z1,22) < ¢ [d(z1, f(z1)) + d(22, f(z2))], za svako x1,22 € X. (1.3)

Ukoliko su xy, z9 fiksne tacke preslikavanja f, tada iz (1.3) sledi x1 = 9, tj.,
kontrakcija moze imati najvise jednu fiksnu tacku.
Neka jex € X, n,m e N, ix; = f*(z) , x2 = f"(x). Iz (1.3) imamo
n m 1 n n m m
d(f"(z), f"(x)) < g [d(f" (), f(f" (@) +d(f™ (@), (" (2)))] (1.4)

qr+q"
< 5C . ~d(x, f(x)). (1.5)

Kako je 0 < ¢ < 1, sledi lim, ¢" = 0, i zato d(f"(x), f™(z)) — 0, kad
n — oo i m — oo. Prema tome, Cauchyev niz {f"(z)} je konvergentan,tj.,
postoji p € X tako da je lim,, f*(z) = p. Zbog neprekidnosti funkcije f,
imamo f(p) = f(lim, f*(x)) = lim,, f(f™(z)) = p. Primetimo, da kad u (1.4)

uzmemo m — 00, imamo

n

d(f"(x),p) < L

< 1L da f@). O (1.6

Dokaz Teoreme 1.2.1: (Boyd i Wong [21])

Za x € X, definisimo p(z) = d(z, fz). Kako je f kontrakcija, sledi
¢ : X — R je neprekidna funkcija i p(f"z) — 0 kad n — oo, za svako z € X.
Neka je

C’m:{a?GX:cp(a:)S;}.
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Iz prethodnih uslova, sledi C), je zatvoren i neprazan podskup u X, za svako
m =1,2,.... Procenimo diametar skupa C,,. Neka je z,y € C,,. Tada je

d(e,y) < d(z f2) + d(f2, fy) + d(fy,0) <~ +ad(z,y).

Prema tome,
2

m(l—q)
Kako su C,, zatvoreni, neprazni podskupoviu X, C7 D Cy D C3 D ..., 1
diamC,,, — 0, kad m — oo, na osnovu Cantorove teoreme o preseku, sledi

(N Cm = {€}-

Kako je f(Cy,) C Cp, za svako m, sledi £ je fiksna tacka preslikavanja f,
i ocigledno je jedinstvena fiksna tacka. (Primetimo da je f(&) = f(,,, Cm) C

(Vo F(Cm) € N, O = {€})

Za svako x € X, imamo

diam C,, <

d(ffz, &) = d(f"x, f*¢) < ¢"d(z,€) - 0, n— oo.

Kako je
d(z,§) < d(z, fz) + d(fz, f§) < d(z, fz) + qd(z, E),
imamo iz, f2)
x, fx
() < T
Prema tome, ponovo imamo procenu
A" (@), €) < 7T dla f@). O (L.7)

Napomena 1.2.1 Dokaz Banachovog principa kontrakcije daje metod za na-
laZenje fiksne tacke x kontrakcije f. On se obiéno zove Picardov iterativni
proces, (ili metod sukcesivnih aproksimacija), a sastoji se u tome da se polazeci
od proizvoljne tacke xo € X ("nulte aproksimacije”) formira niz x, = f(xp—1)
koji konvergira ka x. Osim toga, kad u (1.2) uzmemo da m — oo, sledi

n

d(zp,x) < a- -

, gde je a=d(xg,z1),

§to daje procenu greske koja se ¢ini ako se tacno reSenje x jednacine f(z) = z
zamensi pribliznom vrednosScu x,,.
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Sada ¢emo navesti neke posledice Banachove teoreme.

Posledica 1.2.1 Neka je S zatvoren podskup kompletnog metrickog prostora
(X,d) i neka je f : S — S kontrakcija. Ako je xo € S proizvoljna tacka i
Tnt1 = fxn, n >0, onda niz {x,} konvergira ka fiksnoj tacki preslikavanja f.

Uslov da je S zatvoren podskup u X je neophodan. To pokazuje sledeéi primer.

Primer 1.2.5 Neka je X = R Banachov prostor sa uobic¢ajenom metrikom
diz,y) =z —y|,S=K(0,1)={x eR: |z <1} ip eR, |p| =1. Tada je

I

kontrakcija i f nema fiksnu tacku.

Posledica 1.2.2 Neka je f : X — X q—kontrakcija kompletnog metrickog
prostora X © z € X fiksna tacka preslikavanja f. Tada je:

1) niz {f™(x)} konvergentan za svako x € X, i konvergira ka z;

3) d(fnxvz) < anq : d(w,f:c),
4) d(f*ta,z) < q-d(fr,x);
5) d(frtle, z) < =" d(frx, frHie).

Dokaz: Pokazac¢emo samo drugo i tre¢e svojstvo, dok se ostala dokazuju
analogno.

2) d(z,z) = 1i_>m d(z, f"x)
n—1
< lim > d(fFx, )

n—00
k=0

— io:d(fk'f, fk+1x)
k=0

<Y qrd(x, fx)

k=0
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- = - d@.fa)

3) Iz uslova f(z) = z, sledi f"z = z,pa je na osnovu prvog dela dokaza

n

d(f"x,2) = d(f"x, ["2) < ¢"d(x, 2) < L

- ~d(zx, fr). O

Primer 1.2.6 Neka je X Banachov prostor, i neka su A i B ograni¢eni lin-
earni operatori na X. Ako je A invertibilan operator i | B — A|-||A7Y| 7! < 1,
tada se Banachov princip kontrakcije moZe primeniti da se pokaZe da je B
wnvertibilan operator.

Da dokazemo da je B invertibilan operator, pokazacemo da za svako y € X,
postoji samo jedno x € X tako da je Bx = y. Neka je y € X. Ako je Bxg =1y
za neko xg € X, tada imamo

y = Bxog = (B — A)xg + Axyp.
Posle mnozenja sa A~', imamo
A7y = A"Y(B — A)zy + 0.

Da skratimo oznacavanje, neka je z = A~y i C = A71(B — A). Prema tome
ro = z — Cuxg.

Definisimo sada funkciju f : X — X sa f(x) = z — Cz. Ako dokazemo da
je f kontrakcija, tada je x¢ fiksna tacka funkcije f, (primetimo da je f(x) =z
ekvivalentno sa z = z — Cz).

Neka su z i y elementi iz X. Tada je

1f (@) = f@)ll = [ICla =)l < A7 - 1B = Allllz — ylI.

Prema tome, iz pretpostavke, ||A7!||-||B— Al < 1, sledi f je kontrakcija. Ovo
nam ukazuje da je xg trazena fiksna tacka preslikavanja f.

U dokazu Banachovog principa kontrakcije koriste se sukcesivne iteracije
kontrakcije. U slucaju iz ovog primera, nekoliko prvih iteracija funkcije f su

z—Cx,z2—C(z —Cx) = 2 — Cx + C%x,z — Cz + C?%z — C3x,

i zato §to je ||C]| < 1, ovaj niz konvergira ka z — Cx + C?z — C3x + - - -.
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Ako je A = I identican operator i |C|| < 1, tada se direktno moze us-
tanoviti da je I — C' + C% — C3 4 - - inverz od I + C. To sledi iz

I+C)I-C+C*—-- 4 (—=1)"C") =1—-C",

zato §to je lim, I — C™t! = I. Opsti slucaj sledi iz prethodnog, zato §to je
A+ (B—A) = A(I+ A Y(B—A)). Primetimo da se dokaz da je B invertibilan
operator moze izvesti i ne koriste¢i Banachov princip kontrakcije.

Sledeéi rezultat se odnosi na preslikavanje ¢iji je neki stepen kontrakcija.

Posledica 1.2.3 (Bryant [24])Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i
f X — X preslikavanje tako da je f" kontrakcija za neko n > 1. Tada
jednacina fr = x ima jedinstveno resenje.

Dokaz: Postoji samo jedno z € X tako da je f"z = z. Kako je f"(fz) =
f(f"(2)) = fz,sledi fz = z. Ako je fu =wu,u € X, tada je f"u = u, odnosno
u=z 0O

Preslikavanje f koje zadovoljava uslov iz prethodne posledice, kao $to je
primetio (Bryant [24]), ne mora biti neprekidno.

Primer 1.2.7 (Bryant [24]) Neka f : [0,2] — [0,2] tako da je f(x) = 0,
€ 0,1, i f(z) = 1, z € (1,2]. Tada je f*(z) = 0 za svako = € [0,2],
odnosno f?:[0,2] — [0,2] je kontrakcija, a f je prekidna funkcija.

Sledeéi rezultat predstavlja lokalnu verziju Banachovog principa kontrak-
cije.

Teorema 1.2.2 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor, xo € X, r > 0 i
K(xzg,r) ={x € X : d(x,x9) < r}. Neka je f: K(xg,r) — X q—kontrakcija,
tj., za q € [0,1),

d(fz, fy) < q-d(z,y), za svako z,y € K(xo,7), (1.8)
1 pretpostavimo da je

d(fxo,x0) < (1 —q)r. (1.9)

Tada funkcija f ima jedinstvenu fiksnu tacku uw K(xo, 7).
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Dokaz: Postoji 79 € [0,7) tako da je d(fxg,x0) < (1 — q)ro. Dokazimo da
f: K(zo,r0) — K(z0,70), gde je K(xg,r9) zatvorenje skupa K (xg,79). Neka
je x € K(x0,79). Tada je

d(fiL‘, $0) < d(f.’IJ, fxo) + d(f.’L‘(), JJO)
<q-d(z,z0) + (1 —q)ro < ro.

Prema tome, na osnovu Banachovog principa kontrakcije funkcija f ima jedin-
stvenu fiksnu tacku u K (zg, 7). Lako se dokazuje jedinstvenost fiksne tacke
u K(xzg,r). O

Sledeéi rezultat se odnosi na Banachove prostore.

Teorema 1.2.3 Neka je X Banachov prostor, r > 0 ¢ K(0,r) = {z € X :
lz|| < r} zatvorena kugla sa centrom w 0 i poluprecénikom r uw X. Neka je
f: K(0,r) — X g—kontrakcija, tj., za q € [0,1),

|fx— fyll <q-|lx—vyl, za svako x,y € K(0,r), (1.10)

i pretpostavimo da je f(O(K(0,7)) C K(0,7), gde je O(K(0,7) rub skupa
K(0,7). Tada funkcija f ima jedinstvenu fiksnu tacku u K(0,r).

Dokaz: Neka je z € K(0,7), x # 0, i ozna¢imo sa & = (r/||z||)z. Primetimo
da je & € K(0,7). Dokazimo da je

x+ f(z)
2

€ K(0,r). (1.11)
Kako je
1f(z) = f@) <q-llz— 2] = ﬁ =l D]l = q(r = 1=]]),

imamo

[F@) < [1f (@) = F@I + 1F @I < qlr = llzl) +r < 2r = [l].

Prema tome

z+f(z)
2

< Izl +2Hf(w')|| .
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Ovim smo dokazali (1.11). Primetimo da postoji niz x,, € K(0,7) \ {0}, tako
da je lim, x,, = 0. Sada, zbog neprekidnosti norme i funkcije f, sledi

0+ _ 1 ntf(@n)
B Y e B
Prema tome, sa
g(z) = x+2f(:c)7 x € K(0,r),

dobro je definisana funkcija g : K(0,7) — K(0,7). Kako, za svako z,y €
K(0,r), imamo

z—y+f(@)—f(y)
2

<z =yl + 1/ = fW

lg(x) —g(w)ll = 5

cle—yll+allz—yl _ 1+

- 2 2
sledi g je kontrakcija. Na osnovu Banachovog principa kontrakcije funkcija ¢
ima jedinstvenu fiksnu tacku u € K (0, 7). Lako se dokazuje da je u jedinstvena
fiksna tacka funkcije f u K(0,r). O

Nz = yll,

1.3 Primene na egzistenciju reSenja jednacina

Glavni cilj ove sekcije je da ilustruje kako, neke vazne, tipicne funkcionalne
jednacine primenjene matematike mozemo da prevedemo na ekvivalentni prob-
lem fiksne tacke. Ovo, delom, motiviSse nase interesovanje za izucavanje pro-
cedura iteracije fiksne tacke.

1.3.1 Obicne jednacine

Neka je —oo < a <b<ooi f:]ab] — [a,b]. Primenimo Banachov stav na
resavanje jednacine f(x) = x. Za to je, na primer, dovoljno da pretpostavimo
da je f diferencijabilna funkcija i da je |f'(z)] < ¢ < 1,z € [a,b], gde je
q € (0,1). Zaista, tada je na osnovu Teoreme o srednjoj vrednosti, za svako
x,y iz [a, b]
[f(@) = fW)] = If' ©)llz =yl < qlz =y,

§to, s obzirom na definiciju metrike na realnoj pravoj, znaci da je f kontrakcija.
Prema tome, ako realna funkcija f preslikava [a,b] u samog sebe i |f/(z)] <
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g < 1, jednacina f(z) —x = 0 ima u [a, b] jedno i samo jedno resenje z*. Ono
se sukcesivno moze odrediti, polazeéi od proizvoljnog xg € [a, b], formiranjem
niza z, = f(zp—1), n = 1,2,.... Pri tome za priblizno resenje z,, vazi

n

|20 — 27| < |z — 2.

Da bismo u praksi obezbedili da f(x) zadovoljava uslove za primenu Ba-
nachovog stava postupamo ovako. Neka je data jednacina F(z) = 0 za
F(a) <0, F() >0i0 <m < F'(z) < M za svako = € [a,b]. Staviéemo
f(z) = x—AF(z), a parametar A ¢emo naknadno odrediti. Jedna¢ina F'(x) =0
ekvivalentna je tada jednacini f(z) = z; no kako je f'(z) =1 — AF'(z), to je

1—AM < f'(z) <1 - dm.
Sada biramo \ tako da je ispunjeno ogranicenje za f’(x) koje opravdava pri-
menu Banachovog stava.
1.3.2 Sistem od n—linearnih algebarskih jednacina
Neka je

a11r1 + a1282 + ... + a1pTy = by
2171 + a22%2 + ... + a2y = b

an121 + oo + ... + appn = by,.

sistem od n linearnih algebarskih jednacina sa n nepoznatih.

Napisimo ga u slede¢em obliku:

xr = +(1 — an)xl — Q19292 — ... — 1Ty + b1
xg = —agx1 + (1 — ag)ra — ... — agnp + b2
Ty = —Ap1T1 — 222 — ... + (1 — app) Ty + by

Ako je
Cij = 0i5 — agj, gde je oy :{ 0 i;j
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imamo
n
xi:Zcija:j—i—bi 1=1,2,...,n. (1.12)
j=1
Definisimo preslikavanje f : R" — R", f(z) =y, * = (21, 22,...,2,) € R",
y=(y1,Y2,...,Yn) € R™, gde su koordinate y;, i = 1,2,...,n odredene sa

n

yi:Zcijxj—l—bi, 1=1,2,...,n.
=1

Fiksne tacke preslikavanja f su resenja sistema (1.12). Ostaje jos da vidimo
pod kojim uslovima ¢e f biti kontrakcija. Odgovor na ovo pitanje zavisi od
izbora metrike u prostoru R". Razmotrimo tri slucaja:

1.) Prostor R" sa metrikom

Na osnovu nejednakosti Cauchy-Bunjakovskog dobijamo
Py =Y O ey —x)) < QY ey - a”)
i g i

tj.

N[

d,y) < | D> | d@ 2"

v
Prema tome, uslov kontrakcije je

2

YD | <a<i (1.13)
i

2.) Prostor R}, sa metrikom

d(z,y) = max [z; —yi.
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Sada je

d(y',y") = max ly; — i | = m?X|ZCij($;‘ - xJ)’
J

"

’ " /
< m?XZ |cijl|z} —x;] < m?XZ |cij max |25 — x;
J

= (max Y fey) - d(a’,2")
J
Prema tome, f je kontrakcija uz uslov

n
el <a<lzai=1,...,n (1.14)
j

3.) Prostor R} sa metrikom

n
d(z,y) =Y |z — yil.
i
Dobijamo da je
dly',y") = Z i —vil = Z | Z%(ﬂﬂ; - x])]
i i g
<202 leillal — gl = 3l — w51 D e
i j i
< m]ax{z leigl} - Yl — )| = mj‘dx{z lcijl} - d(@’,2)
i j i
Prema tome uslov da je f kontrakcija svodi se na

el <a<lzaj=1,...,n (1.15)

7

Videli smo, da uslov kontrakcije, odnosno, uslov koji zadovoljava matrica ||c;;||
da bi preslikavanje bilo kontrakcija zavisi od metrike na R™. Svaki od uslova
(1.13), (1.14) i (1.15) je samo dovoljan da bi f bila kontrakcija. Bilo koji od
njih ée biti zadovoljen ako je [c;;| < L.
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1.3.3 Diferencijalne jednacine

Pokazimo kako se pomoé¢u Banachovog principa kontrakcije mogu dobiti teo-
reme o egzistenciji i jedinstvenosti reSenja za neke tipove diferencijalnih jed-
nacina.

Neka je data diferencijalna jednacina:

dx

— =g(t 1.1

o = 9t 2), (1.16)
sa pocetnim uslovom

x(ty) = xo. (1.17)

Pretpostavimo da je u pravougaoniku

P={(t.2): |t —to| < a, & — x| < b}

19 g(t, ) neprekidna, te je |g| < M;

20 |g(t,21) — g(t, 22)| < K - |21 — @]

Pokazac¢emo da postoji h > 0, tako da u segmentu [to—h,to+h] = A pos-
toji jedno i samo jedno resenje diferencijalne jednacine (1.16) koje zadovoljava
dati pocetni uslov (Teorema Picarda).

Pre svega, posmatranom problemu moze se dati i ova formulacija: Pod
navedenim pretpostavkama, postoji jedno i samo jedno reSenje integralne
jednacine

t
x(t) = xo +/ g(t, x(t)) dt. (1.18)
to

Neka je broj h takav da je

3 h < +1ih <min{a, Z}.

Uoc¢imo prostor C'a funkcija neprekidnih na segmentu A, i njegov podskup
A za koji je

max |z(t) — zo| < b.

S obzirom na metriku u Ca skup A je zatvoren, jer se sastoji iz tacaka
zatvorene kugle K[xg, b].

Neka je preslikavanje y = f(x), x € A C Ca definisano sa

y(t) = xo + / g(t,z(t))dt (1.19)

to
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Pokazacemo da f: A+— A ida je f kontrakcija.

(i) Pre svega, ako z € Ait € A tacka (t,z(t)) € P, tj. desna strana u (1.19)
ima smisla i o¢igledno y € C'a. Da bismo dokazali da y € A, primetimo da je,
prema 1° i na osnovu druge nejednacine u 3°,

t
/ g(t,:z:(t))dt‘ <Mt <M-h<M2 —p

ly(t) — 2ol =
to M

(i) Neka z1, 2 € A. Tada je za t € A, na osnovu 2°,

) =20 = | [ lgftsm1(0)) — gt aafe)la

t

<K [ aa) — wa(0)] ]
to

< K - h-max|zi(t) — x2(t)].

Prema nejednacini u 3°, K - h = ¢ < 1; na osnovu definicije rastojanja u Ca
je, dakle,
d(y17y2) <q- d(il?l,ﬂj‘g),

tj. f je kontrakcija.

Kako je prostor Ca kompletan, a A zatvoren podskup u Ca, to su svi
uslovi za primenu Banachovog stava zadovoljeni, tj. preslikavanje (1.18) ima
jednu jedinu fiksnu tacku, a to je jedino reSenje integralne jednacine (1.19)
odnosno postavljenog diferencijalnog zadatka.

1.3.4 Integralne jednacine

Sada ¢emo metod kontrakcija primeniti za dokazivanje egzistencije i jedin-
stvenost resenja nehomogene integralne Fredholmove jednacine drugog reda,
tj. za jednacine oblika:

b
x(s) = )\/ K(s,t)z(t)dt + g(s) (1.20)

gde je jezgro K (s,t) neprekidno u kvadratu P = [a,b] X [a,b], funkcija g(s)
neprekidna u [a,b] i A realan parametar. Funkcija x(¢) je nepoznata funkcija
koju treba odrediti.
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Neprekidno resenje ove integralne jednacine mozemo shvatiti kao fiksnu
tacku preslikavanja y = f(z), z = z(t) € Cla, b] odredenog sa

b
y(s) = )\/ K(s,t)x(t)dt + g(s).

Jasno, f : Cla,b] — Cla,b], a kako je Cla,b] kompletan prostor, ostaje jos
jedino da vidimo pod kojim uslovima je f kontrakcija.
Ako je
max |K(s,t)| = M,
(s,t)eP

tada iz x1, 2 € Cla, b] sledi

b
1) =) S [ 1K) an(6) - (o)
< I\ M max [ (8) = 22(0)] (b — a),

$to s obzirom na metriku u Cfa, b] daje

d(y1,y2) < M |A(b— a)d(z1,z2).

Prema tome, ako je |\ < (b — a), f je kontrakcija, i na osnovu Bana-
chovog stava niz sukcesivnih aproksimacija konvergira jedinom neprekidnom
reSenju nehomogene Fredholmove jednacine. Primecujemo da je ovim stavom
obezbedeno resenje Fredholmove jednacine samo za male vrednosti parametra

Al
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Glava 2

Preslikavanja kontraktivnog
tipa

Mnogi autori su definisali preslikavanja kontraktivnog tipa na kompletnom
metrickom prostoru X koja su uopstenja dobro poznate Banachove kontrak-
cije. U mnogim slucajevima takva preslikavanja imaju jedinstvenu fiksnu
tacku, i ona se moze dobiti koriste¢i Picardovu iteraciju, pocevsi od neke
pocetne tacke g € X.

U ovoj glavi iznosimo pojedine rezultate u vezi pomenute problematike.
Napomenimo da su, izmedu ostalog, izlozeni rezultati iz radova: Edelstein
[49, 48], Rakotch [111], Boyd i Wong [22], Meir i Keeler [103], Kannan [89],
Chatterjea [28], Zamfirescu [150], Ciri¢ [35, 37], Reich [117], Hardy i Rogers
[67], Jungck [81], Das i Naik [46], Sessa [133], Rakocevi¢ [113], Fisher [54],
Caristi [27], Bollenbacher i Hicks [20], Rhoades [123] i Berinde [15]. Navedeni
radovi obuhvataju vremenski period od 1961. godine do 2004. godine, i pred-
stavljaju pregled rezultata iz navedenog vremenskog perioda. Smatramo da bi
ovakvo prezentovanje materjala trebalo da omoguéi mladom ¢itaocu detaljno
upoznavanje sa pomenutom problematikom, i otvori moguénost za savremena
samostalna istrazivanja. Napomenimo da je Rhoades [122] 1977. godine ob-
javio veoma znacajan rad u kome je izlozio pregled i poredenje 250 razlic¢itih
definicija preslikavanja kontraktivnog tipa.
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2.1 Edelsteinovi rezultati

Za preslikavanja f : X — X na kompletnom metrickom prostoru (X, d) koje
zadovoljava uslov

d(fzx, fy) < Ad(z,y), za svako z,y € X,z # v, (2.1)

gde je 0 < A < 1, Banachov princip kontrakcije obezbeduje egzistenciju
jedinstvene fiksne tacke.

Ukoliko se u uslovu (2.1) uzme A = 1, dobija se kontraktivno preslikavanje,
tj. preslikavanje koje za svako x,y € X, x # y zadovoljava uslov

d(fz, fy) < d(z,y). (2.2)

Edelstein [49] je 1962. godine objavio rad gde je za izuc¢avanje fiksne tacke
kontraktivnih preslikavanja koristio sledeéi uslov i pretpostavku.

Uslov (2.2) zajedno sa pretpostavkom da postoji z € X tako da iterativni
niz { f"x} sadrzi podniz {f™x} koji konvergira ka tacki iz X, tj.

Jx e X : {f"x} D {f"z} tako da je lim f"x € X, (2.3)
1—00

obezbeduje postojanje fiksne tacke preslikavanja f.

Teorema 2.1.1 (Edelstein [49]) . Neka je X metricki prostor, a f: X — X
kontraktivno preslikavangje koje zadovoljava (2.3). Tada je u = lim;_,oo fix
jedinstvena fiksna tacka preslikavanja f.

Dokaz: Pretpostavimo da je f(u) # u, i posmatrajmo niz {f™!z}. Tada je
lim; fitle = f(u).
Neka je A ={(z,z) :z € X},Y = (X x X)\ A, i definigimo preslikavanje
r:Y — R, tako da je
d(fx, fy)
d(z,y)

Preslikavanje r je neprekidno na Y, pa postoji okolina U tacke (u, fu) tako da
iz. (z,y) € U sledi

r(z,y) = (2.4)

0<r(z,y) <R<1. (2.5)
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Neka su S; = Si(u,p) i S2 = Sa(fu, p) otvorene kugle sa centrom u u i fu
respektivno, i poluprec¢nikom p tako da je

p < éd(u, fu) (2.6)

iS5y xSycCU.

Iz (2.3) sledi postoji prirodan broj N tako da iz i > N sledi f™xz € S, a
iz (2.2) sledi fPi*lx € Ss.

Za 1> N, iz (2.6) sledi
d(frix, fr ) > p, (2.7)
aiz (2.4) 1 (2.5) sledi
d(f" e, frPe) < Rd(fMw, f1 ). (2.8)
Prema tome, iz (2.8) za [ > j > N sledi

d(f™x, ) < d(fM e, fU )
< Rd(fM-tz, fr-1tle) <.
< RId(frix, fratlz) -0, 1 — oo,

sto je u kontradikciji sa (2.7). Prema tome, fu = u.

Pretpostavimo da je v # u takode fiksna tacka preslikavanja f. Tada je

d(fu, fv) = d(u,v),
sto je u kontradikciji sa (2.2). O

Za kompaktne prostore uslov (2.3) je uvek ispunjen. Prema tome, imamo

Teorema 2.1.2 (Edelstein [49]) . Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor
i neka f: X — X. Pretpostavimo da je

d(fz, fy) < d(z,y)

za svako x, y € X za koje je x # y. Tada funkcija f ima jedinstvenu fiksnu
tacku.

Iz Teoreme 2.1.1 dobija se sledeca informacija o nizu iteracija.
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Teorema 2.1.3 (Edelstein [49]) Pretpostavimo da su ispunjeni svi uslovi iz
Teoreme 2.1.1. Ako niz {f"(p)}, p € X, sadrzi konvergentan podniz { f™ (p)}
tada lim, f™(p) postoji i njegova granica u € X je fiksna tacka preslikavanja

f.

Dokaz: Na osnovu Teoreme 2.1.1 imamo lim; f" (p) = u. Za dato 6 > 0
postoji ng € N tako da iz i > ng sledi d(u, f™(p)) < d. Akojem =n;+1>n;
tada je

d(u, f™(p)) = d(f'u, " (p)) < d(u, f*(p)) <. O

Prema Edelsteinu [49], ukoliko za preslikavanje f: X +— X

Je>0: iz 0<d(z,y) <e sledi (2.2), (2.9)
tada se f naziva e—kontraktivno preslikavanje.

Napomenimo da je u € X periodi¢na tacka preslikavanja f : X — X
ukoliko postoji prirodan broj k tako da je f*u = u.

Teorema 2.1.4 (Edelstein [49]) Neka je X metricki prostor, a f : X
X e—kontraktivno preslikavange koje zadovoljava uslov (2.3). Tada je uw =
lim; o f™x periodicna tacka preslikavangja f.

Dokaz: 1z (2.3) sledi postoji prirodan broj N; tako da iz i > Nj sledi
d(fiz,u) < %5. Koristeéi (2.9), posle n;4+1 — n; iteracija, iz zadnje nejed-
nakosti dobijamo

1
d(f" e, fr ) < e

Prema tome,

A, 1) < do, [ + A )
1 1 1
- e = ¢, 2.1
< 46+4€ 5¢ (2.10)

Pretpostavimo da je v = f™+17™i(u) # u, i zato je preslikavanje r(x,y) defin-
isano sa (2.9) neprekidno u (u,v). Iz (2.9) i (2.10) sledi r(u,v) < 1.

Neka su U, S i S definisani kao u dokazu prethodne teoreme (ovde je
samo v zamenjeno sa fu). Uslovi (2.5) i (2.6) su opet ispunjeni. Postoji
prirodan broj N» tako da iz j > Ny sledi

(fnj (.’E), fnj+ni+1_ni($)) S Sl X Sg.
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Prema tome
d(frat e, fratre it ey < Rd(fMw, fratri G,
Sada, iz [ > j > Nj sledi
d(f™ (@), frreT () < d(frertle, frevtee ity
< Rd(f™M-tg, fr-1tritiTnig) <
< R d(frig, frathisinig) 50, 1 — oo,

Sto je u kontradikciji sa (2.6). Prema tome, za k = n;,1 — n;, imamo fFu =
w. 0O

Napomena 2.1.1 Ako je X kompaktan metricki prostori f : X — X e—kon-
traktivno preslikavangje, tada postoji bar jedna periodicna tacka preslikavanja

f.

Napomena 2.1.2 Ako je u Teoremi 2.1.4, ispunjen uslov d(u, fu) < €, tada
je k=1, 1., fu=wu. Ovo sledi iz

d(f*u, fFu) = d(u, fu),
i ¢injenice da je fu # u u kontradikciji sa (2.9).

Edelstein [48] je 1961. godine objavio rad u kome izucava fiksne tacke za
siru klasu preslikavanja u odnosu na kontrakcije.

Definicija 2.1.1 Preslikavanje f : X — X je lokalno kontraktivno ako za
svako x € X postoje € i A (koji zavise od tacke x), ¢ > 0,0 < X\ < 1, tako da
12

p,q € S(z,e) ={y:d(z,y) <e} sledi (2.1). (2.11)

Definicija 2.1.2 Prslikavanje f : X — X je (e, \)—uniformno lokalno kon-
traktivno, ako je lokalno kontraktivno, a € © A ne zavise od x € X.

Globalno kontraktivno preslikavanje, tj., preslikavanje koje zadovoljava
uslov (2.1), moze se smatrati (oo, A\)—uniformno lokalno kontraktivnim pres-
likavanjem.

Na specijalnim prostorima svako lokalno kontraktivno preslikavanje je
globalno kontraktivno.

Napomenimo sledeéu definiciju.
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Definicija 2.1.3 ([19] str. 41.) Metricki prostor (X, d) je metricki konveksan
ako za svako x,y € X, postoji z # x,y tako da je

d(z,y) = d(z,z) + d(z,y).

Lema 2.1.1 (Menger) Ako je (X,d) kompletan metricki prostor, i metricki
konveksan prostor, tada za svako o, 0 < a < 1, i svako x,y € X, postoji
z € X tako da je

d(z,z) =ad(z,y) i d(z,y)=(1—a)d(z,y).

Dokaz: Videti ([19], Teoremu 4.1 na strani 41).

Primetimo da ako je (X,d) kompletan metricki prostor, i metricki kon-
veksan, tada je P = {d(z,y) : x,y € X} konveksan podskup u R, i prema
tome P se svodi na interval [0,b] ili [0,b), za b < oo. To ¢emo koristiti u
sledeé¢im razultatima.

Teorema 2.1.5 (Edelstein [48]) Neka je X konveksan, kompletan, metricki
prostor. Tada, ako je preslikavanje f : X — X (e, \)—uniformno lokalno
kontraktivno onda je f i globalno kontraktivno preslikavanje sa istim \.

Dokaz: Ako p,q € X, tada postoje tacke p = xg,x1,...,x, = q¢ € X tako da
jed(p,q) = > " d(zi—1,x;) 1 d(zi—1,x;) < £. Prema tome,

n

d(fp, fa) < d(f(xi1), f(2:)) <A d(wio1, ) = Ad(p,q). O

i=1 i=1
Primer 2.1.1 (Edelstein [48]) Neka je

3 t
X = {(:c,y)u:cost,y:sint,ogg QW}; fi =",

a X je sa uobicajenom Euklidovom metrikom. Tada, f je uniformno lokalno
kontraktivna preslikavanje, a nije globalno kontraktivno preslikavanje.

Metricki prostor (X, d) je n—lancasti, n > 0, ako za svako a,b € X postoji
n—lanac, koji povezuje a i b, tj., postoje tacke a = xg,z1,...,x, = b € X(ovde
n zavisi od a i b), tako da je d(x;—1,2;) <n zasvakoi=1,2,...,n.
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Teorema 2.1.6 (Edelstein [48]) Neka je X kompletan metricki, e—lancani
prostor, a f : X — X (g, \)—uniformno lokalno kontraktivno preslikavange.
Tada preslikavanje f ima jedinstvenu fiksnu tacku u € X.

Dokaz: Neka je x proizvoljna tacka iz X, i posmatrajmo e—lanac:
T =xo, T1,..., Tn = f(2).

Koristec¢i nejednakosti trougla imamo

d(z, fx) < Zd(ﬂ%—l,ﬂ?i) < ne.
i=1

Za parove uzastopnih tacaka e—lanca, uslov (2.11) je zadovoljen.
Neka je f(f™z) = f™ e, m=1,2,.... Tada je
d(fxi1, fri) < Ad(zi—1,75) < Ae,
odnosno
A(fM i, fMa) < M e, o a) < A, (2.12)
Sada je
d(fmz, fmtir) < znzd(fm:vi_l,fmxi) < A"ne.
i=1

Dokazimo da je niz iteracija { f’z} Cauchyev niz. Iz j, k € N, j < k, sledi

k—1
d(fia, fFe) < d(fia, fa) <ne(W 4.+ A
1=j
N
1—\

< ne —0, 7 —o0.

Kako je prostor X kompletan sledi postoji lim; oo fia.

Kako je f neprekidno preslikavanje (Sto sledi iz (2.11)) imamo

1—00

f (llim j”at) = lim f(f'z) = lim f'z = lim f'z.
i—00 i—00 i—00

Dokazimo jedinstvenost fiksne tacke. Pretpostavimo da postoji jos jedna fiksna
tacka v € X preslikavanja f, tj., u # v i fv = v. Posmatrajmo e—lanac

U=22gy.--, L = 0.
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Iz (2.12) sledi

k
<Y d(flwia, fla) < Nke =0, 11— oo

§to je kontradikcija. Prema tome, u =v. O

Iz prethodne teoreme moze se dobiti jedna posledica u vezi sa ekspanzivnim
preslikavanjima. Ovaj tip preslikavanja se definiSe tako $to se u definicijama
2.1.112.1.2, uslov A < 1 zameni uslovom A\ > 1.

Posledica 2.1.1 Ako je f injektivno, (g, \)—uniformno lokalno ekspanzivno
preslikavanje metrickog prostora Y na e—lancasti kompletan metricki prostor
X DY, tada postoji jedinstvena fiksna tacka preslikavanja f.

Ovo tvrdenje je direktna posledica Teoreme 2.1.6, jer su za preslikavanje f~!
sve njene pretpostavke ispunjene.

Izlozimo sada jednu interesantnu primenu prethodne teoreme na izu¢avanje
analitickih funkcija.

Teorema 2.1.7 (Edelstein [48]) Neka je f(z) analiticka funkcija na domenu
D kompleksne z—ravni, i neka f : C +— C, gde je C kompaktan i povezan
podskup u D. Ako je |f'(2)| < 1 za svako z € C, tada jednacina f(z) = z ima
jedinstveno resenje u C.

Dokaz: Kako je |f'(z)| neprekidna funkcija na C, a C' kompaktan podskup,
sledi |f/(2)] < A <1, z € C. Da dokazemo teoremu, dovoljno je dokazati da
postoji € > 0, tako da je f (&, \)—uniformno lokalno kontraktivna funkcija na
C.

U tom cilju, posmatrajmo pokriva¢ skupa C' koji se sastoji iz familije
otvorenih kugli {S(z,p)}, sa centrom u z € C i polupreénikom p, tako da je
f(2) analiticka funkcija na S(z,2p) i [f'(2)| < A, z € S(z,2p). Ovaj pokrivag,
zbog kompaktnosti skupa C, sadrzi kona¢an podpokrivac¢ {S(z;, pi)}, i = 1,2,

c, M.

Neka je € = min; p;. Bilo koje dve tacke iz C, sa rastojanjem manjim od

e, ocigledno pripadaju nekoj kugli S(z;,2p;). Prema tome,

/Z ()

<AMz—=21, zZeC |z-2|<e

f(z) = f(Z)] =
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i mozemo sada primeniti Teoremu 2.1.6. O

U slede¢oj teoremi Edelstein [49] je dao potrebne uslove da se periodi¢na
tacka preslikavanja svodi na fiksnu tacku preslikavanja.

Teorema 2.1.8 Neka je X e—lancasti metricki prostor, f : X — X e—kontra-
ktivno preslikavanje koje zadovoljava (2.3). Ako je u = lim;_,oo fx, i u ima
kompaktnu loptastu(kuglastu) okolinu K (u,p) polupreénika p > e, tada je u
jedinstvena fiksna tacka preslikavanja f.

Dokaz: Na osnovu Teoreme 2.1.4 postoji prirodan broj k tako da je ffu = wu.
Pretpostavimo da je fu # u, i neka je u = zg, 21, ..., 2, = fu e—lanac. Zbog
Napomene 2.1.2, nije mogucée d(u, fu) < €; zato je d(u, fu) > €, a samim tim i
n > 2. Pretpostaviti da je gornji lanac izabran tako da za svaki drugi e—lanac
U= Y0, Y1, - - -, Ym = fu sledi

m > n. (2.13)

Neka je § = 3(¢ — d(z1,22)), i neka su S1 = Si(u,6) i So = Sa(u,”)
otvorene kugle sa centrom u u i polupreénicima 0 i v = d(u, x1).

Dokazimo da
xr1 € gQ\Sl, (2.14)
gde je So zatvorenje skupa So.

Primetimo da je d(zg,z2) < d(xo,x1) + d(z1,22). Ako z1 € S; sledi
1
d(xo,xg) < 5(6 — d(a;1,a:2)) + d(l’l,xg) < €.

Prema tome, u = zg,22,23,...,2, = fu je e—lanac i m = n — 1, §to je u
kontradikciji sa uslovom (2.13).

Primetimo da je Ss \ S zatvoren, i sledi kompaktan podskup u K (u, p).
Zato neprekidna funkcija r(x,y) dostize maksimum R < 1 na

UX(§2\51)C(XXX)\A.

Prema tome,

d(f* u, fA ) < Rd(u, fRa). (2.15)
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Kada se nejednakost (2.15) primeni vise puta, za [ > 1 sledi

d(fu, foz) < d(fO-DR+Ly pA=Dk+15
< Rd(fUVhky, pU=Vkgy <
< R7Nd(fFu, fra)
= RV d(u, fFx1) =0, 1 — oo.

Pokazimo da je poslednji rezultat u kontradikeiji sa (2.13).

Iz pomenutog rezultata sledi da je za [ dovoljno veliko f**z; € S;. Prema
tome, za e—lanac

Ik Ik Ik Ik
u= "xo, [Txa, [Tz, [fTr, = f(u)

imamo m = n — 1, §to je u kontradikciji sa (2.13). Sledi fu = u.

Pretpostavimo da postoji v € X,v # u tako da je fv = v. Koristedi
analogno dokazivanje sa ranijim dokazom u teoremi, moze se pokazati da se
kao u prethodnom delu dokaza dolazi do kontradikcija sa uslovom (2.13). Sledi
u=wv. 0O

2.2 Rakotchevi rezultati

Problem definisanja familije funkcija F' = {a(z,y)} koje zadovoljavaju uslov
0 <a<1, supa(z,y) =1 tako da je Banachova teorema zadovoljena kada se
konstanta o zameni sa oz, y) € F, predlozio je profesor H. Hanani, a Rakotch
je 1962.godine [111] objavio rezultate koji se odnose na pomenuti problem. U
ovoj sekciji izlazemo pojedine rezultate iz pomenutog rada [111].

Definicija 2.2.1 Neka je (X,d) metricki prostor. Sa Fy oznacimo familiju
funkcija a(z,y) koje zadovoljavaju sledeée uslove:

(1) az,y) = a(d(x,y)), tj. a zavisi samo od rastojanja izmedu x i y.
(2) 0 <a(d) <1 za svako d > 0.

(3) a(d) je monotono opadajuéa funkcija od d.
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Napomenimo da je preslikavanje f : X — X kontraktivno ako za svake
dve razlicite tacke x,y € X vazi

d(fx, fy) < d(z,y).

Svako kontraktivno preslikavanje je neprekidno, a ako ima fiksnu tacku, onda
je ona jedinstvena.

Teorema 2.2.1 Neka je (X,d) metricki prostor, f : X — X kontraktivno
preslikavanje, M C X i xg € M tako da je

d(z,zo) — d(fx, fro) > 2d(xo, frg) 2a svako x € X \ M, (2.16)

i neka je f(M) podskup kompaktnog podskupa uw X. Tada postoji jedinstvena
fiksna tacka preslikavanja f.

Dokaz: Pretpostavimo da je fxg # xg i neka je x, = f"xg, n=1,2,... tj.
Tpt1 = fxn, n=0,1,... (2.17)

Na osnovu Teoreme Edelsteina (Teorema 2.1.1), dovoljno je pokazati da z,, €
M za svako n.

Kako je f kontraktivno preslikavanje, niz d(x,, x,+1) je nerastuéi. Prema
tome, iz fxg # xg sledi

d(xp, Tpt1) < d(xo, 1), n=1,2,... (2.18)
Iz nejednakosti trougla imamo
d(zo, ) < d(zo, 1) + d(21, Tpt1) + d(Tn, Tnt1)-
Koriste¢i (2.17) 1 (2.18) dobijamo
d(xo,xn) — d(fxo, frn) < 2d(zo, fzo),
a onda iz (2.16) sledi z,, € M za svako n. O

Posledica 2.2.1 Neka je [ kontraktivno preslikavanje za koje postoji tacka
xg € X, tako da je za svako v € X

d(fx7f$0) < Oé(l’,.j(}o)d(.%’,]}o), (219)
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gde je oz, y) = ald(z,y)) € F1. Ako je S(xo,r) = {z|d(x,x0) < r}, gde je

- Qd(l’o, fx())
1 — a(2d(xo, fro))’

i f(S(xo,7)) podskup kompaktnog podskupa u X, tada preslikavanje f ima
jedinstvenu fiksnu tacku.

Dokaz: Ako u Teoremi 2.2.1 uzmemo M = S(zp,r), na osnovu (2.19),
monotonosti a(d) i r > 2d(xg, fxo), iz d(x,z9) > r, sledi

d(z,zo) — d(fx, frg) > d(x,z9) — a(d(z, x0))d(z, x0)
=[1 — a(d(x,zg))]d(x,z9) > [1 — a(r)]r
> [1 — a(2d(xo, fxo))]r = 2d(xo, fzo),

tj., ispunjen je uslov (2.16). O

Teorema 2.2.2 Neka je f: X — X kontraktivno preslikavanje, na komplet-
nom metrickom prostoru, 1 meka postoji M C X i tacka o € M tako da

je:

d(xz,x0) — d(fx, fxo) > 2d(xo, fzo), za svako xz € X \ M, (2.20)

d(fz, fy) < a(z,y)d(z,y), za svako x,y € M, (2:21)
gde je
alz,y) = a(d(z,y)) € Fi.
Tada preslikavanje f ima jedinstvenu fiksnu tacku.

Dokaz: Pretpostavimo da je fxg # xg i definisimo niz z,, = f"xg, n =1,2,...
Kao u Teoremi 2.2.1, koristeéi (2.20), dobijamo

d(xp, Tny1) < d(xo,x1), n=1,2,... (2.22)

ix, €M za svako n.
Sada ¢emo pokazati da je niz {z,,} ogranicen. Iz (2.21) i definicije niza
sledi
d(x1, 2nt1) = d(fxo, frn) < a(d(zo, zn))d(z0, 2n), (2.23)
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a na osnovu nejednakosti trougla imamo
d(xo, zpn) < d(xo,21) + d(21, Tpp1) + d(Tp, Tnp1)-
Prema tome, iz (2.22) i (2.23) sledi
[1 — a(d(xo, zyn))]d(z0, xn) < 2d(z0,21).
Ako je d(xg,x,) > dy za dato dy, zbog monotonosti funkcije «, sledi
a(d(zo, xn)) < a(do).

Zato je
2d(.%'0,$1) < 2d(m0,x1)

d n =C.
(%0:2n) < T atmo.an)) = 1= aldo)
Prema tome, za R = max(dyp, C'), imamo
d(xo,xn) <R, n=1,2,... (2.24)

tj. {zn} je ogranicen niz.

Neka je p > 0 proizvoljan prirodan broj. 1z (2.21) sledi

A(Tg41, Thapr1) < (T, Thyp)d(Th, Thoyp),

odnosno
n—1
d(xnv ~Tn+p) < d(l’o, xp) H Oé(l'k, $k+p)'
k=0
Iz (2.24) sledi
n—1
d(Tp, Tnip) < R H o, xk‘—l—p)- (2.25)
k=0

Dokazimo da je {z,,} Cauchyev niz. Dovoljno je pokazati da za svako ¢ > 0
postoji broj N, koji zavisi samo od e(ne od p) tako da za svako p > 0 imamo
d(zn,xN+p) <€ (jer je niz {d(xy, Tnip)} nerastudi).

Ako je d(zp,xpyp) > € za k = 0,1,...,n — 1, tada iz (2.21) (zbog
monotonosti funkcije ) dobijamo

Tk, Thtp) = ld(Tp, Thtp)) < ale),
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a iz (2.25) sledi
d(@n, Tntp) < Rla(e)]™.

Kako je a(e) < 11 [a(e)]” — 0, n — oo, postoji prirodan broj N, koji ne
zavisi od p, tako da je d(xn,xN4p) < € za svako p > 0. Prema tome, {x,} je
Cauchyev niz.

Kako je X kompletan metri¢ki prostor, postoji u € X, tako da je lim,, x,, =
u. Kako je funkcija f neprekidna, u je fiksna tacka preslikavanja f. O

Specijalno, ako je M = X dobijamo slede¢u posledicu.
Posledica 2.2.2 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i
d(fz, fy) < a(z,y)d(z,y), za svako x,y € X,

gde a(x,y) € Fy. Tada preslikavanje f ima jedinstvenu fiksnu tacku.

Napomena 2.2.1 Prethodne posledice i Teoreme 2.2.2 predstavljaju uopstenje
Banachove teoreme o fiksnoj tacki.

2.3 Boyd i Wongove nelinearne kontrakcije

U ovoj sekciji izlazemo pojedine rezultate Boyda i Wonga [22] iz 1969. godine.
U pomenutom radu [22] Boyd i Wong su izucavali fiksne tacke za preslikavanja
koja su uvedena u sledecoj definiciji.

Definicija 2.3.1 Neka je (X, d) metricki prostor. Preslikavange f : X — X
koja zadovoljava uslov

d(fz, fy) < U(d(z,y)), x,y€X, (2.26)

gde je ¥ funkcija definisana na zatvorenju slike od d, naziva se ¥ kontrakcija.

Sliku od d éemo oznacavati sa P, a zatvorenje od P sa P. Prema tome,
P={d(z,y) :xz,y € X}.

Rakotch [111], je dokazao da u slucaju kada je U(t) = «(t)t, gde je «
opadajuce preslikavanje koje zadovoljava uslov a(t) < 1 za ¢t > 0, preslika-
vanje f koje zadovoljava uslov (2.26) ima jedinstvenu fiksnu tacku u. Moze se
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dokazati da ako je U(t) = a(t)t, a « rastuéa funkcija i a(t) < 1 za t > 0, tada
vazi zakljucak Banachove teoreme. Boyd i Wong su dokazali da je dovoljno
pretpostaviti da je W(¢) < t za t > 0 zajedno sa uslovom poluneprekidnosti za
U, a da se za metricki konveksne prostore ovaj poslednji uslov moze izostavlti.

Napomenimo da je ¢ : X — E, EF C R, odozgo poluneprekidna sa desne
strane funkcija u tg € X, ako iz t, — to+, sledi limsup,, ¢(t,) < @(to).
Funkcija ¢ : X — E, E C R, je odozgo poluneprekidna sa desne strane
funkcija na X ako je ¢ odozgo poluneprekidna sa desne strane funkcija u
to € E, za svako ty € E.

Teorema 2.3.1 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor, i f : X — X
preslikavanje koje zadovoljava uslov (2.26), gde je ¥ : P + [0,00) odozgo
poluneprekidna sa desne strane funkcija na P, i zadovoljava uslov W(t) < t
za svako t € P\ {0}. Tada, funkcija f ima jedinstvenu fiksnu tacku o, i
fx — xo za svako © € X.

Dokaz: Neka jexz € X i
e =d(fMz, f"l2), n=12,.... (2.27)

Tada je, zbog uslova (2.26), {c,} monotono opadajuéi niz, i neka je lim,, ¢, =
¢ > 0. Dokazimo da je ¢ = 0. Ako je ¢ > 0 imamo

cn+1 < V(ep), (2.28)
odnosno
¢ <lim sup ¥(t) < ¥(c) < ¢, (2.29)
t—c+

sto je kontradikcija.

Dokazimo da je za svako x € X, {f"x} Cauchyev niz. Tada je grani¢na
vrednost ovog niza i fiksna tacka funkcije f, a to je ujedno i jedinstvena fiksna
tacka. Pretpostavimo da {f"z} nije Cauchyev niz. Tada postoji € > 0 i
postoje nizovi prirodnih brojeva {m(k)}, {n(k)}, tako da je m(k) > n(k) > k
i

dy = d(f™z, f'z) >e, k=1,2,... (2.30)

Mozemo pretpostaviti da je

d(f™ 1z, fra) <e, (2.31)
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birajué¢i m(k) tako da je to najmanji broj ve¢i od n(k) tako da je ispunjen
uslov (2.30). Iz (2.27) sledi

d, < d(f™x, f* ) +d(f" e, ) < e e < et e (2.32)
Prema tome, di, — ¢+, kada k — oco. Kako je

dy, = d(f™x, frx) < d(fMa, )+ d( e 1 )+ d(f e )

< 2¢, +U(d(f"x, M) = 2¢; + U (dy), (2.33)
kad u (2.33) uzmemo k — oo, dobijamo £ < ¥(e), sto je kontradikcija, jer za
e >0 imamo V¥(e) <e. O

Uslov neprekidnosti preslikavanja ¥ ne moze se izostaviti u Teoremi 2.3.1,
Sto pokazuje sledeéi primer.

Primer 2.3.1 Nekaje X = {x, = nv2+2"|n =0, +1, £2,...}, sa metrikom
d(z,y) = |z —y|. X je zatvoren podskup realnih brojeva pa je kompletan. Za
svako p € P, p # 0, postoji jedinstveni par (xy, Ty,) takav da je p = d(zy, ).
Pretpostavimo da za neke cele brojeve j, k,m,n za koje je j > k i m > n vaZi

d(zj,zr) = d(@m, Tn).

Tada je '
—(m—n—j+kV2=2 —2F_om o (2.34)

Kako je levi ¢lan u (2.34) iracionalan ili nula, a desni ¢lan racionalan, sledi
da su oba jednaka nuli. Dakle, za m —n =j —k = s vazi

gnts _gn — gkts _ ok (2.35)

Sto je mogucée samo ako je n = k. Definisimo f sa fx, = x,_1 1 definisimo ¥
na P sa
q/(p) = ’xn—l - xm—1|7 ako j€ p= ’xn - xm’ (236)

Zate P\ P, je¥(p) =0.
Tada je, U(t) <t zat e P\ {0} i

d(fz, fy) = ¥(d(z,y)), (2.37)

ali f nema fiksnu tacku.
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Teorema 2.3.1 pokazuje da nije moguce dodefinisati funkciju ¥ sa skupa P
na P tako da bude poluneprekidna s desne strane i vazi (t) <t zat € P\{0}.
To se direktno vidi za tacku v/2 € P\ P.

Ako se uslov U(t) < t zameni uslovom W(ty) = tg za bar jednu vrednost
to, tada Teorema 2.3.1 ne vazi. To pokazuje slede¢i primer.

Primer 2.3.2 Neka je X = (—o0,—1]U[1,00), a d(z,y) = |z —y|,z,y € X.
Neka je

=

=

Il
—
DO 0|
—~

&

|
=

8

A

|

—_

foxr = — f.
Tada funkcije f1 i fo zadovoljavaju uslov (2.26) ako je

1
1t <2,
\Il(t)_{ §t+1 > 2.

Primetimo da funkcija ¥ zadovoljava sve uslove Teoreme 2.3.1 osim §to je
V(2) = 2. Funkcija f1 ima dve fiksne tacke —1 i 1, a funkcija fo nema fiksnih
tacaka.

Teorema 2.3.1 je uopstenje rezultata Rakotcha, tj., postoji primer pros-
tora X i preslikavanja f, za koje su ispunjeni uslovi iz Teoreme 2.3.1, ali ne
postoji funkcija « rastuca ili nerastuéa koja zadovoljava uslov «a(t) < 1 za
t > 0 tako da je

d(fz, fy) < ald(z,y))d(z,y), zyeX. (2.38)
Primer 2.3.3 Neka je X =[0,1]J{2,3,4...}, a metrika d definisana sa

— ’I‘—y’ ) ako T,y € [071]7
d(z,y) = { r+y , ako bar jedan od x,y ¢ [0, 1].

Primetimo da je (X,d) kompletan metricki prostor, jer je (X, d) izometri¢an
sa zatvorenim podskupom Y prostora £ svih apsolutno sumabilnih nizova. Skup
Y se sastoji od nizova oblika (x,0,0,...), gde je x € [0,1], i od nizova koji na
m—toj koordinati imaju m, a sve ostale koordinate su 0, za m = 2,3,....
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Definisimo preslikavange f : X — X na sledeéi nacin

f(x) :{ z—32? Lz el0,1],

z—1 ,r=2.3,... .

Tada, ako je x,y € [0,1], z —y =1t >0, imamo

A(fr, fy) = (2 y)(1 = S (a+9)) < 1= 1),

a ako je x € {2,3,4,...}, = >y, tada je

d(fz, fy) = fr+ fy<z—14+y=d(z,y) - 1

Definisemo funkciju V¥ na sledeéi nacin

w(t) t—3t2 0<t<1,
I | 1<t < oo,

Funkcija ¥ je odozgo poluneprekidna sa desne strane na [0,00), ¥(t) < t za
svako t > 0, i ispunjen je uslov (2.26).
Kako je
d 0
L d(f(m).0)

=1
n—oo d(n,0) ’

ne postoji opadajuca funkcija o za koju je at) < 1 za t > 0 i koja ispunjava
uslov (2.38). Pored toga, kako je

L d(f(),0)
x—0 d((l), O) ’

ne postoji ni rastuca funkcija o za koju je at) < 1 zat > 0 i za koju je
ispunjen uslov (2.538).

Sledeéi rezultati odnose se na metricki konveksne prostore (videti Defini-
ciju 2.1.3 i Lemu 2.1.1).

Lema 2.3.1 Pretpostavimo da je (X, d) kompletan metricki prostor, i metricki
konveksan, a preslikavanje f : X — X zadovoljava uslov

d(fz, fy) < Md(z,y), =,y¢€X, (2.39)
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za neku konstantu M < co. Definisimo funkciju ¢ : [0,b) — [0,b] na sledeci
nacin
¢(t) = sup{d(fz, fy) : x,y € X, d(x,y) = t}. (2.40)
Tada,
(a) izs>0,t>0is+t<b sledi

P(s+1t) < ¢(s) + (1)
prema tome, ¢ je subaditivna funkcija.

(b) ¢ je odozgo poluneprekidna sa desne strane funkcija na [0,b).

Dokaz: (a) Neka je d(z,y) = s+tzax,y € X, az € X takodajed(z,2) =s
id(z,y) =t (ovo je moguée na osnovu prethodne leme). Tada je

d(fx, fy) < d(fz, fz) +d(fz, fy) < o(s) + o). (2.41)

Kada u (2.41)uzmemo supremum po z,y € X, d(z,y) = s + t, dobijamo (a).
(b) Iz (a), ako je t, to, t —tog < b it > tg sledi

B(t) < o(t —to) + ¢(to) < M(t —to) + ¢(to)

Prema tome, limsup,_,; ; ¢(t) < ¢(to), i dokazan je uslov (b). O

Teorema 2.3.2 Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i metricki konvek-
san, a f: X — X preslikavanje koje zadovoljava uslov (2.26) i neka preslika-
vanje ¥ : P +— [0,00) zadovoljava uslov W(t) < t za svako t € P\ {0}. Tada,
funkcija f ima jedinstvenu fiksnu tacku xo, i f"x — xo za svako x € X.

Dokaz: Definisimo ¢(t), t € [0,b), isto kao u Lemi 2.3.1. Tada je ¢(t) < W(t)
za svako t € [0,b). Ako je P =[0,b], b < oo, definisimo ¢(b) = ¥(b). Tada je

d(fz, fy) < o(d(z,y)), (2.42)

za svako x,y € X, i ¢(t) < U(t) < t za svako t € P\ {0}. Na osnovu Leme
2.3.1, ¢ je odozgo poluneprekidna sa desne strane funkcija na [0,b). Prema
tome, mozemo primeniti Teoremu 2.3.1 za funkciju f, kada umesto ¥ uzmemo

. O
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2.4 Teorema Meir-Keelera

Meir i Keeler [103] su 1969. godine dokazali veoma interesantnu teoremu, i
pokazali da zakljucak Banachove teoreme vazi i za Siru klasu kontrakcija. U
ovoj sekciji izlazemo pojedine rezultate iz pomenutog rada.

Definicija 2.4.1 Neka je (X,d) metricki prostor. Funkcija f : X — X je
slabo ravnomerno stroga kontrakcija ako za svako € > 0, postoji § > 0 tako da

e<d(z,y)<e+d = d(fzx, fy) <e. (2.43)

Teorema 2.4.1 (Meir i Keeler [103]) Neka je na kompletnom metrickom
prostoru (X,d) dato preslikavanje f : X — X. Ako je uslov (2.43) zado-
voljen, tada f ima jedinstvenu fiksnu tacku u. Sta viSe, za svako x € X wvazi

lim f"x = u. (2.44)

n—oo

Dokaz: Prvo primetimo, da iz uslova (2.43) sledi da je f kontraktivno pres-
likavanje (stroga kontrakcija), tj.,

r#y = d(fz fy) <d(zy). (2.45)

Prema tome, f je neprekidna funkcija i ima najvise jednu fiksnu tacku.

Primetimo da ako je za svako x € X, f™(z) Cauchyev niz, tada funkcija f
ima jedinstvenu fiksnu tacku i uslov (2.44) je zadovoljen. To sledi iz sledeéeg
razmatranja. Kako je prostor X kompletan, svaki Cauchyev niz f"(x) ima
grani¢nu tacku u(z). Zbog neprekidnosti preslikavanja f sledi

flu(z)) = f(lim f"z) = lim "z =u(z).

n—oo n—o0

Prema tome, u(z) je jedinstvena fiksna tacka preslikavanja f.

Teorema ¢e biti dokazana ako pokazemo da iz uslova (2.43) sledi da je
niz iteracija {f"z} = {z,,} Cauchyev niz za svako z € X. Neka je x € X i
en = d(xn, Tpt1), n = 1,2,... Iz (2.45) sledi (¢,,) je opadajuéi niz. Ako je
lim,, ¢, = ¢ > 0, tada implikacija (2.43) ne vazi za ¢;,,+1, gde je ¢, izabrano
tako da je ¢, < &+ 4. Sledi lim,, ¢, = 0.
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Pretpostavimo da postoji niz (z,,) koji nije Cauchyev. Tada postoji 2e > 0
tako da za svako mg € N, postoje n,m € N tako da je myg < n,m i da je
d(Xpm, xy) > 2¢. 1z (2.43) sledi da postoji § > 0, tako da je

e<d(z,y) <e+d = d(fz, fy) <e. (2.46)

Implikacija (2.46) vazi i kada se ¢ zameni sa 0’ = min{d,e}. Neka je my € N
tako da je ¢, < %l, a neka su m,n > my, takvi da je m < nid(xy,x,) > 2¢.
Dokazimo da postoji j € {m,m +1,...,n} tako da je

20’

€+ = < d(Tm,zj) <e+0. (2.47)

Da dokazemo (2.47), primetimo da je d(zp—1,zy) < §'/3. Kako je d(zpm, z,) >
2e,1 d($ma xn) < d($m7$nfl) + d(xnflal'n)a sledi

/

26
€+ 5 < d(Tpm, Tp—1). (2.48)

Neka je k najmanji prirodan broj iz {m,m+1,...,n}; (oc¢igledno je m < k <
n — 1), tako da vazi nejednakost
20’

e+ 5 < (X, k). (2.49)

Dokazimo da je d(z,,zx) < € + ¢'. Pretpostavimo da to nije taéno. Tada je

/

e+ 5/ S d(SUm,fEk) S d(ﬂ?m,.fﬂk;_l) + d(CCk;_l,l’k;) < d(fEm,CCk_l) + ga

t].,
/

26
€+ 5 < (T, Tp—1)- (2.50)

Ovo je u kontradikeiji sa uslovom za minimalnost broja k u nejednakosti (2.49).
Prema tome tac¢na je nejednakost (2.47).

Sada, iz
d(zm, xr) < d(@m, Tms1) + d(@mg1, Tet1) + d(@p41, 1),
(2.46) i (2.47) sledi
& &

d($m,xj)§0m+5+ck<§+€+§-

Ovo je u kontradikeiji sa (2.47). Prema tome, {x,} je Cauchyev niz. 0O

Poznato je da je Meir-Keelerova teorema uopstenje Banachovog kontrak-
cionog principa [12] i Edelsteinove teoreme o fiksnoj tacki [49].
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Teorema 2.4.2 (Banach [12]) Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i
f: X — X kontrakcija, tj.,postoji q € [0, 1), tako da je

d(fz, fy) < q-d(x,y), za svako z,y € X. (2.51)

Tada preslikavange f ima samo jednu fiksnu tacku.

Dokaz: Neka jee > 01 = (1/g— 1)e . Tada, ako je d(x,y) <e+d iz #y,
sledi d(fx, fy) < qd(z,y) < ge + ¢6 = €. Prema tome, funkcija f zadovoljava
uslov (2.43), i dokaz sledi iz Teoreme 2.4.1. O

Teorema 2.4.3 (Edelstein [49]) Neka je (X,d) kompaktan metricki prostor i
neka f : X — X. Pretpostavimo da je

d(fz, fy) < d(z,y)

za svako x, y € X za koje je x #y. Tada [ ima jedinstvenu fiksnu tacku.

Dokaz:(Suzuki) Pretpostavimo da funkcija f ne zadovoljava uslov (2.43).
Tada postoji € > 0, i nizovi {z,,} 1 {yn} iz X tako da je

d(zp,yn) <€+ 1/n i d(fxn, fyn) > €. (2.52)

Kako je X kompaktan skup, postoji podniz {z,, } niza {z,} koji konvergira
ka zo € X, i podniz {y,, } niza {y,} koji konvergira ka yp € X. Kako je f
neprekidna funkcija, sledi

d(xo0,y0) < € < d(fxo, fyo) < d(xo,y0)-

Dosli smo do kontradikcije. Prema tome, funkcija f zadovoljava uslov (2.43),
i dokaz sledi iz Teoreme 2.4.1. O

Napomena 2.4.1 Meir i Keeler[103] su pokazali da prethodna teorema sledi
1z Teoreme 2.4.1, ako se uoci da na kompaktnom prostoru, svako kontraktivno
preslikavanje f: X — X je slabo uniformno strogo. Posmatrajmo izraz
inf |d(z,y) —d(fz, =4(e).

agg(mﬁy)[ (z,y) —d(fz, fy)] = d(e)
Kako je prostor X kompaktan, ovaj infimum se dostize za neki par tacaka
(a,b) € X x X, za koje je d(a,b) > e. Kako je f kontraktivno preslikavanje,
sledi §(e) > 0.
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Napomena 2.4.2 (Jo§ jedan dokaz Teoreme 2.4.3). Funkcija g : X — R,
definisana sa g(x) = d(z, f(z)),z € X, je neprekidna na kompaktnom skupu,
i dostize infimum, recimo u tacki xy € X. Ako je xo # f(x¢), tada je

g(fzo) = d(fxo, f(fzo)) < d(x0, fro) = g(z0),

Sto je kontradikcija.

Rakotch [111], Boyd i Wong [22] su pretpostavili, da uz ostale uslove, vaze
nejednakosti

d(fx, fy) <¢ld(z,y)) 1 9(t) <t,t#0. (2.53)

Sledeéi primer pokazuje da uslov (2.53) nije ispunjen, a da su uslovi iz Teoreme
2.4.1 ispunjeni.

Primer 2.4.1 Neka je dat prostor X =[0,1]U{3,4,6,7,...,3n,3n+1,...},
sa FEuclideanovom metrikom, i preslikavanje f(x) definisano na sledeéi nacin

z ,0<z <1,
flx)y=<¢ 0 ,x = 3n,
1—5 ,z=3n+1

Sada funkcija f zadovoljava uslov (2.43), a iz

sledi (1) = 1.

2.5 Teoreme Kannana, Chatterjea i Zamfirescua
Sledec¢a teorema je rezultat Kannana [89] iz 1968. godine.

Teorema 2.5.1 Ako je (X,d) kompletan metricki prostor, 0 < q < % if
X — X, preslikavange tako da je

d(fz, fy) < qld(z, fx) +d(y, fy)] (2.55)

za svako x,y € X, onda f ima jedinstvenu fiksnu tacku, tj. postoji samo jedno
u € X tako da je fu = u.
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Dokaz: (Joseph i Kwack [80]) Neka je
c=inf{d(z, f(z)) :z € X}. (2.56)
Tada je ¢ > 0. Ako je ¢ > 0, tada iz (1 — q)/q - ¢ > ¢, sledi postoji x € X tako
da je d(z, f(x)) < (1 —q)/q - c. Sada imamo
q
A7), () < (e f(@) < e (2.57)

sto je kontradikcija. Prema tome, ¢ = 0. Sledi, postoji niz {z,,} u X tako da
je limy, d(zy, f(x,)) = 0. Kako je

< (L4 @)[d(@m, f(2m)) + d(@n, f(z0))];

sledi z,, je Cauchyev niz. Prema tome, postoji p € X tako da je lim, x,, = p.
Sledi lim,, f(x,) = p. Dokazimo da je f(p) = p. Iz

d(p, f(p)) < d(p, f(zn)) +d(f(zn), f(p))
< d(p, f(zn)) + qld(zn, f(zn)) + d(p, f())],

kad n — oo, sledi

d(p, f(p)) < qd(p, f(p)),

odnosno p = f(p). Iz uslova (2.55) sledi preslikavanje f ima jedinstvenu fiksnu
tacku. O

Banachov uslov (1.1) i Kannanov (2.55) uslov su nezavisni. Uslov (1.1)
povlaci neprekidnost preslikavanja f, dok to nije slu¢aj sa uslovom (2.55). To
sledi iz slede¢ih primera.

Primer 2.5.1 Neka je X =[0,1] ¢ f(z) definisano na sledeéi nacin:

z 2e0,1/2),
f(x):{ % z € [1/2,1].

Preslikavange f je prekidno u tacki x = 1/2, zbog toga uslov (1.1) nije zado-
voljen, ali je uslov (2.55) zadovoljen za g = 4/9.

Primer 2.5.2 Neka je X =[0,1], f(x) =x/3 za x € [0,1]. Ocigledno, uslov
(1.1) je ispunjen, ali uslov (2.55) nije(mozemo uzeti x =1/3, y=10).
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Sledeéu teoremu dokazao je Chatterjea [28] 1972. godine.

Teorema 2.5.2 Ako je (X,d) kompletan metricki prostor, 0 < q < %, if:
X — X preslikavanje koje zadovoljava uslov

d(fz, fy) < qld(z, fy) + d(y, fz)]

za svako x,y € X, tada preslikavanje f ima jedinstvenu fiksnu tacku.

Dokaz: (Fisher [53]) Neka je z € X. Tada je
d(f"z, f* ) < qld(ff e, [ )+ d( M )]
= qd(f"ta, [ )
< qld(f""ta, fha) + d(fr, [ ).

Prema tome

A(f", ) < o d(f e 1)

2
<1qq> d(fniQx, fnfll,)

< <q>nd(a;, fz).

1—g¢q

Zato je

d(fn:l:v f’n—l—’r‘x) < d(fnl” fn+1x) +ooet d(fn+r_1xv fn+r$)

(2] v () e

g \"1—¢q
< <1_q> 1—2g d(z, fz).

IN

Kako je q(1 — ¢)~! < 1, sledi {f"z} je Cauchyev niz u X. Zato $to je X
kompletan metricki prostor, postoji z € X tako da je lim, f"x = z.

Sada je

d(z, f"x) +d(f"x, f2)
d(z, f"z) + qld(f" 'z, fz) +d(f"z,2)].
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Kad n — oo, sledi
d(z, fz) < qd(z, f2),
a kako je ¢ < 1/2, imamo
fz=z
Prema tome, z je fiksna tacka preslikavanja f.

Pretpostavimo sada da funkcija f ima jo$ jednu fiksnu tacku 2’ € X.
Tada je

d(z7 Zl) - d(fza le)
< qld(z, f2") +d(<', f2)]
= 2qd(z, 7).

Kako je g < 1/2, sledi z = 2/, tj., fiksna tacka preslikavanja f je jedinstvena.
O

Zamfirescu [150] je 1972. godine objedinio Banachovu, Kannanovu i Chat-
terjeovu teoremu.

Teorema 2.5.3 (Zamfirescu [150]) Neka je (X, d) kompletan metricki prostor
1 f: X — X preslikavangje za koje postoje realni brojevi0 < a <1, 0 < 3, v <
%, tako da je za svako x,y € X bar jedan od sledec¢ih uslova zadovoljen:

(1)  d(fz, fy) < ad(z,y);
(z2)  d(fx, fy) < Bld(z, fz) + d(y, fy)l;
(z3)  d(fx, fy) < yld(z, fy) +d(y, fz)].

Tada preslikavanje f ima jedinstvenu fiksnu tacku.

Dokaz: Neka je z,y € X. Tada je bar jedan od uslova (z1), (22) ili (z3)
zadovoljen. Ako je (z2) zadovoljeno, tada imamo

d(fz, fy) < Bld(z, fz) + d(y, fy)]
< B{d(z, fr) + [d(y, x) + d(, fx) + d(fz, fy)]}.

Odavde je
t].
p

d(fz,f) € 125 dlo f2) + 2 d(a.g).
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Na slican nacin, ako je zadovoljeno (z3), dobijamo sledeé¢u ocenu
d(fz, fy) <~ld(z, fy) +d(y, fz)] <

<Ald(z, fz) +d(fz, fy) + d(y, ©) + d(z, fz)] <
<v[2d(z, fz) + d(fz, fy) + d(z,y)].
Odavde je
2y
1—v

)\:max{a’l—ﬁﬁ’ljv}'

Tada je 0 < A < 1,1 zasvako z,y € X, za koje je zadovoljeno (z2) ili (23), vazi

d(fz, fy) <2X-d(z, fx)+ X -d(z,y). (2.58)

A, fy) < 1= d(e o) + 1 d(ey)

Neka je

Na slican naé¢in, moze se pokazati da ako je ispunjen uslov (z2) ili (z3) vazi
Ocigledno, iz uslova (z1), sledi (2.58) i (2.59).

Iz (2.58) sledi da f moze imati najvise jednu fiksnu tacku. Dokazimo da
f ima fiksnu tacku. Neka je 29 € X i {x,}0°,,

zp = M9, n=0,1,2,...

Picard-ove iteracije za f.

Ako su x := z,, y := x,_1 dve sukcesivne aproksimacije, iz (2.59) dobi-
jamo
d(Tpt1,Tn) < X d(Xp, Tp_1).

Sledi {x,}5°, je Cauchyev niz, a samim tim i konvergentan. Neka je u € X
njegova granica. Imamo

nh_}n(;lo d(xp41,2n) = 0.

1z nejednakosti trougla i (2.58) sledi

d(ua fu) < d(ua xn-H) + d(fl‘n, fu)
< d(u, $n+1) + A d(u, :L'n) + 2)\d(ZL‘n, fxn)a

a kad uzmemo da n — oo, dobijamo d(u, fu) = 0, odnosno fu = u. O
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Napomena 2.5.1 Ukoliko funkcija f zadovoljava uslov iz Teoreme 2.5.2 pisa
éemo f € (Z), a specijalno ako funkcija f zadovoljava neki od uslova (z;),i =
1,2,3, iz te teoreme, pisa éemo f € (Z;z;),i=1,2,3.

Posmatragmo uslov (Z'): Postoje nenegativne funkcije a,b,c koje zado-

voljavaju uslov

sup (a(z,y) + 2b(x,y) + 2¢(x,y)) < A <1,
z,yeX

tako da je za svako x,y € X,

d(fx, fy) < a(z, y)d(z,y) + b(z,y)(d(z, fr) + d(y, [y))
+ c(@,y)(d(, fy) + d(y, fz)),
i uslov (Z"): Postoji konstanta h,0 < h < 1, tako da je za svako z,y € X,
d(z, fz) +d(y, fy)
2 )
d(z, fy) + d(y, fﬂf)}
5 .

d(fz, fy) < hmax{d@,y),

(2.60)

Moze se pokazati ([122]) da su uslovi (Z),(Z") i (Z") ekvivalentni.
(Z) = (Z'). Ukoliko f ix,y € X zadovoljavaju uslov (Z;z1), defini§imo
a(z,y) = a,b =c=0. Ako za z,y € X za koje f zadovoljava uslov (Z;z2),
definisimo b(x,y) = B,a = ¢ =0, i slicno u slucaju (Z; z3) definisimo c(x,y) =
v,a=b=0.
(Z') = (Z"). Neka je
d(, fx) +d(y, [y)
2 )
d(z, fy) + dy, fx) }
5 .

M(z,y) = maX{d(w,y),

(2.61)

Neka f € (Z'). Tada je
d(fz, fy) < lalz, y) + 20(z, y) + 2¢(x, y)|M (z,y) < AM (2, y),
i fez").

(Z") = (Z). Za svako z,y € X za koje je M(z,y) = d(z,y), [ zado-
voljava (Z;21) za o = h. Ako je M(xz,y) = [d(z, f(z)) + d(y, f(y))]/2, tada
f zadovoljava uslov (Z;z9) za B = h/2, i [ zadovoljava (Z;z3) sa v = h/2
ukoliko je M(z,y) = [d(z, f(y)) +d(y, f(x))]/2. O



2.6 Ciriceva generalizovana-kontrakcija 53

2.6 Ciriceva generalizovana-kontrakcija

Ciri¢ [35] je 1971. godine definisao i izu¢avao generalizovane kontrakcije,
funkcije koje uopstavaju Banachovu kontrakeiju (1.1) i Kannanovu kontrakeiju
(2.55).

Definicija 2.6.1 (Ciri¢ [35]) Neka je (X,d) metricki prostor. Preslikavangje
f X = X je A—generalizovana kontrakcija ako za svako x,y € X postoje
nenegativni brojevi q(x,y), r(z,y), s(x,y) i t(z,y), tako da je

sup {q(z,y) +r(z,y) +s(z,y) +2t(z,y)} = X < 1,
z,yeX

1 da za svako x,y € X vaZi

d(fx, fy) < q(z,y)d(z,y) + r(z,y)d(z, fz) + s(z,y)d(y, fy)
+ t(z, y)(d(z, fy) + d(y, fz)). (2.62)

Primetimo da je funkcija f : (X, d) — (X, d) generalizovana kontrakcija ako i
samo ako postoji konstanta h,0 < h < 1, tako da je za svako z,y € X,

d(fz, fy) < hmax{d<w,y>, A, f),d(y, fy),

d(z, fy) + d(y, fx) }
5 :

(2.63)

U ovoj sekciji izlazemo pojedine rezultate iz [35].

Slede¢a dva primera pokazuju da je uslov (2.62) zaista generalizacija
uslova (1.1) i (2.55).

Primer 2.6.1 Neka je X =[0,2] CR ¢

z 0<z<l1
ro={i VErE)
Preslikavange f ne zadovoljava uslov (1.1) na celom X. Ako uzmemo x = %
1Y = %, dobijamo
981 180
d =— -——— =5d .

Medutim, preslikavangje f zadovoljava uslov (2.62) za q(z,y) = %, r(x,y) =

s(z,y) =1 it(z,y) E% za svako x,y € X.
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Primer 2.6.2 Neka je X =[0,10] CR i fz = 2 2a svako x € X. Za x =0

iy =8, preslikavanje [ za q < 3 ne zadovoljava uslov (2.55). Medutim, uslov

(2.62) je zadovoljen na celom prostoru X za q(z,y) = 2, r(z,y) = s(z,y) =

t(zx,y) = %.
Definicija 2.6.2 Neka je (X, d) metricki prostor, f : X — X ix € X. Skup

O(z; f) ={f"(z) :n=0,1,2,...}

naziva se orbita elementa x uw odnosu na f. Metricki prostor (X,d) je f-
orbitalno kompletan ako svaki Cauchyev niz oblika {f™ (x)}2,, © € X, kon-
vergira u X .

Primetimo da je svaki kompletan metricki prostor i f—orbitalno komple-
tan, a obrnuto, u opstem slucaju nije tac¢no.

Slede¢a teorema se odnosi na f—orbitalno kompletne metricke prostore.

Teorema 2.6.1 (Ciri¢ [35]) Neka je f : X — X A—generalizovana kontrak-
cija na f—orbitalno kompletnom metrickom prostoru X. Tada,

(i)  preslikavanje f ima jedinstvenu fiksnu tacku u € X,

(ii) "z — u za svako x € X i
(i)  d(f"x,u) < % ~d(zx, fz).
Dokaz: Neka je x € X proizvoljna tacka. Formirajmo niz
ro =2, 1 = fx0,...,Tp = [Tn_1= ["x0,... (2.64)
Kako je f A—generalizovana kontrakcija, iz (2.62) sledi

d(Tn, Tnt1) = d(frn—1, frn) < q(Tn-1,Tn)d(Tn—1,7n)
+ 7r(xp—1,xn)d(Tn—1, frn—1) + s(xpn_1,Tn)d(xpn, fz,)
+ tH(@n—1,2n)(d(Tn-1, fTn) + d(Tn, fTn-1))
= q(xp—1,2n)d(Tn_1,2Tn) + 1(Tpn_1,Tn)d(Tpn_1, Ty)

(
+ S(xn—la [En)d(]}n, xn—s—l) + t(xn—ly mn)d(xn—la xn—l—l)-
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Koristec¢i nejednakosti trougla imamo

d(l'n; xn—l—l) < (Q(«Tf'n—l: xn) + T(xn—la mn))d(-rn—ly xn)
+ 3($n—17 l’n)d(.fn, xn—i—l)
+ t(wn—1, 20)(d(Tn-1,Tn) + d(Tn, Tni1))-

Prema tome,

Q(xn—la $n) + T(:an_l, .an) + t(xn—h mn)

d(zn_1,7n). (2.65
1-— 3(1'71—171'71) - t(xn—lvxn) (x b ) ( )

d(.%'n, xn—l—l) <

Kako je A < 1, iz
q(z,y) +r(z,y) +t(z,y) + As(z,y) + At(z,y) <A

sledi
q(z,y) +r(z,y) +t(zr,y)

<A
1_5(1:7y)_t($7y) B
za svako z,y € X. Prema tome, iz (2.65) sledi
d(zp, xp+1) < XNd(xp—1,2n), (2.66)

Sto pokazuje da je generalizovana kontrakcija ustvari kontrakcija za odredeni
par tacaka. Ponavljaju¢i ovaj postupak n—puta, imamo

d(Tpy Tnt1) < Ad(Tp—1,25) < ... < N"d(z, fx).

Sada, za svako p € N imamo

p p
AT, Tnap) <Y d(@psict, Tns) < DN d(2, fa),
i=1 =1

odnosno,
n

d(xy, Tnyp) < 1)\_7)\ ~d(z, fx). (2.67)

Kako je lim,, o0 A" = 0, iz (2.67) sledi niz (2.64) je Cauchyev. Kako je prostor
X f—orbitalno kompletan, postoji u € X tako da je

u= lim f"z = lim wx,. (2.68)
n—oo n—0o0
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Pokazimo da je u fiksna tacka preslikavanja f, tj.,

fu=lim fz, = lim z,+1 = u. (2.69)
n—oo n—oo

Kako je f generalizovana kontrakcija, na osnovu (2.62) i nejednakosti trougla
sledi

A(fu, F) < (s 20, 50) + (0, 20) (A, 2s1) + Az, f))
+ s(u, xp)d(xp, Tnit1) + t(u, 20) (d(u, Tpg1) + d(fu, z,))
< Md(u, ) + (r(u, zp) + t(u, 2,))d(u, pi1)
+ 7w, zp)d(fan, fu) + s(u, 2p)d(Tn, i)
+ t(u, zn)(d(fu, frn) + d(fTn, 20))
< d(u,xpn) + Ad(u, Ty 1)
+ (r(u, zp) + t(u, zp))d(fu, fr,) + Ad(2n, Tri1)
< MNd(u, xp) + d(u, Tpy1) + d(@n, Tpy1)) + Ad(fu, fo,).

Prema tome,

d(fu, fr,) < % d(u, xy) + d(u, xpg1) + d(@n, 1) |- (2.70)

Iz (2.68) i (2.70) sledi (2.69), tj., u je fiksna tacka preslikavanja f. Pokazimo
da preslikavanje f ima samo jednu fiksnu tacku. Neka je v € X i fv = 0. Iz
(2.62) sledi

d(u,v) = d(fu, fv) < g(u,v) - d(u,v)

tj. (1 —q(u,v)) - d(u,v) <0. Prema tome, d(u,v) = 0, odnosno u = v. Ovim
je dokazana osobina (7).

Kako je x proizvoljna tacka, iz (2.68) sledi (i7). Kada p — oo, iz (2.67)
sledi (zi7). O

Napomena 2.6.1 Primetimo da se iz Teoreme 2.6.1 mogu dobiti brojne pos-
ledice. Na primer, ako za svako x,y € X, f zadovoljava uslov

d(fz, fy) < aldz, fy) +d(y, fz)], 0 <2a <1

1 ako je X f—orbitalno kompletan metricki prostor, tada, uzimajuci 2t = X,
sledi isto tvrdenje kao u Teoremi 2.6.1.
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Teorema 2.6.2 Neka je na f—orbitalno kompletnom metrickom prostoru X
dato preslikavanje f : X — X. Ako postoji k € N, tako da je f¥ = ffF1
A—generalizovana kontrakcija, tada

(i’)  preslikavange f ima jedinstvenu fiksnu tacku u € X,
(ii’)  f"x — u za svako x € X, i
i) d(frwu) < (V)p(a, f2),

gde je N = A% i p(x, fr) = max{\"td(f"x, f*z) :r=0,1,... .,k —1}.

Dokaz: Iz Teoreme 2.6.1 sledi (i') i (i¢'). Pokazimo (iii"). Neka je n € N.
Kako je f* generalizovana kontrakcija i n = mk +r, m = [%] , 0<r<k, iz
(131) sledi

n mk er AT r k gr
)mk-{—r—r . d(fTIL‘,fk—’_Tl‘)
)mk+rfk i d(fr$,fT+k$)

)n . )\_ld(frl‘, fH_kl‘).

VA
—~~

> > >

Eal S ol

Prema tome,
d(fz,u) < (/\%)” cmax{\"Yd(frx, ) r=0,1,...,k—1}. O
Sledeca teorema predstavlja lokalnu verziju Teoreme 2.6.1.
Teorema 2.6.3 Neka je X metricki prostor, xg € X 1
B = B(zg,r) ={z € X : d(zg,z) <r}.

Ako je preslikavanje f : B — X A—generalizovana kontrakcija na B, X
f—orbitalno kompletan i

d(zo, fxo) < (1 —A) -, (2.71)
tada

(i”)  f ima jedinstvenu fiksnu tacku u € B,
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(ii”7)  w je granicna vrednost niza
To, T1 :fx(b 7xn:fnm07"'
(i5i”)  d(f"zo,u) < A" -7

gde je A= Supz,yGB{q(x’ y) + ’I"(IL‘, y) + 2t($, y)]

Dokaz: Kako je A < 1, iz (2.71) sledi x; € B. Koristeéi metod matematicke
indukcije dokaza¢emo da je z, € B,n=1,2,....

Pretpostavimo da zg,z1,..., 2, € B. Mozemo primeniti (2.66) za n =
1,2,...,m1i(2.67) zan=01ip=m+ 1. Tada, na osnovu (2.67) imamo

1
d(IL‘O,ZIJerl) < — d($07f$0)a

1—A
a na osnovu (2.71)
d(movl‘erl) < T,

tj. Tm4+1 € B. Prema tome, f"xo € B, n = 1,2,.... Koristedi isti postupak
kao u dokazu Teoreme 2.6.1, pokazuje se da je {z,,} Cauchyev niz i da konver-
gira ka tacki u € X, koja je fiksna tacka preslikavanja f. Kako je B zatvoren
podskup u X, sledi w € B. O

2.7 Reichova teorema

Reich [117] je 1971. godine dokazao sledeéu teoremu, i tako objedinio i uopstio
Banachovu i Kannanovu teoremu. (Primetimo da ako je a = b = 0 dobijamo
Banachovu teoremu, Teoremu 1.2.1, a ako je a = b i ¢ = 0 dobijamo Kan-
nanovu teoremu, Teoremu 2.5.1).

Teorema 2.7.1 (Reich [117]) Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i
[ X — X preslikavanje za koje postoje nenegativni brojevi a,b i c, tako da
jea+b+c<1idajeza svako x,y € X,

d(f(x), f(y)) < ad(z, f(z)) + bd(y, f(y)) + cd(z, y). (2.72)

Tada preslikavange f ima jedinstvenu fiksnu tacku.
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Dokaz: Neka je z € X i posmatrajmo niz {f"(x)}. Kad uzmemo x = f"(z),
ay=f""1(z)u(2.72), za n > 1 imamo

A(F(F™ (), PP @) < ad(f7(), £ (@) + bd(F"~ (@), F(F7(@)))
ed(f" (@), £ @):

Prema tome,
d(f" (), f*(x))) < pd(f* (@), 7 (2),
gdeje0<p=(b+c)/(1l—a)<1. Sledi
d(f"*(2)), f*(2))) < p"d(a, f(2)),

te je za svako m > n,

V2

d(f™(2)), f(2)) < 7

» ~d(z, f(2))-

Prema tome, {f"(z)} je Cauchyev niz, i postoji z € X, tako da je lim,, f™(z)
= z. Dokazimo da je f(z) = 2. Za to je dovoljno dokazati lim,, f"*!(z) = f(z).

Kad uzmemo z = f"(x), a y = z u (2.72), za n > 1 imamo

d(f""(2)), f(2)) < ad(f"(2), [T (2)) + bd(z, f(2)) + cd(f" (2), 2)
< ad(f*(x), f* (@) + bd(f* (), £(2)) + bd( " (@), 2) + cd(f"(2), 2)
< ap”d(z, f(x)) +bd(f"H(2), f(2)) + bd(f*F (), 2) + cd(f" (), 2).

Prema tome, kad n — oo,

ap"d(z, f(x)) + +bd(f"+ (2), ) + cd(f"(x), 2)

- — 0.

d(f" (@), f(2)) <

Dokazimo da preslikavanje f ima jedinstvenu fiksnu tacku. Ako pretpostavimo
da su x,y € X, x # y, fiksne tacke preslikavanja f, tada je

d({E, y) = d(f(l’), f(y)) < ad(l‘, f(l‘)) + bd(ya f(y>) + Cd({B, y) = cd(x,y),

a odatle sledi x =y. O
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Primer 2.7.1 Neka je X = [0,1] sa uobicajenom metrikom, i f : X — X
preslikavangje definisano sa f(x) = x/3, za 0 <z <1, i f(1) = 1/6. Preslika-
vanje f ne zadovoljava Banachov uslov, jer je prekidno, a ne zadovoljava ni
Kannanov uslov, jer je

1, 1 1,1

A0, £(3)) = 5| (@0, F0) +d(5, F(5) |

Medutim, preslikavanje f zadovoljava uslov (2.72), na primer za a =1/6,b =
1/9,¢=1/3.

Posledica 2.7.1 (Reich [117]) Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i
fon: X = X, n=1,2,..., niz preslikavanja koja zadovoljavaju uslov (2.72)
sa istim konstantama a,b,c i sa fiksnim tackama u, € X. Pretpostavimo da
je preslikavange f : X — X definisano sa f(x) = lim, fu,(z),z € X. Tada
preslikavanje f ima jedinstvernu fuiksnu tacku v € X 4 limu, = u.

Dokaz: Kako je metrika d neprekidna funkcija, sledi funkcija f zadovoljava
uslov (2.73), i prema tome ima jedinstvenu fiksnu tacku v € X. Primetimo da
je

d(un, ) = d(fn(un), f(u)) < d(fo(un), fu(u)) +d(fa(u), f(u))
< ad(un; fn(un)) +0d(u, fo(u)) + cd(un, u) + d(fu(u), f(u))-

Prema tome,

(0 + 1)d(fn(u), f(u))

d(up,u) <
(Up,u) .

—0, n—o00 O

2.8 Rezultati Hardy i Rogersa

Hardy i Rogers [67] su 1973. godine uopstili rezultate Reicha [117]. U ovoj
sekciji izlozi¢emo pojedine rezultate iz pomenutog rada [67], a glavni rezultat
je sledeca teorema.

Teorema 2.8.1 (Hardy i Rogers [67]) Neka je (X,d) metricki prostor i f :
X — X preslikavanje tako da je za svako x,y € X,

d(f(z), f(y)) < ad(z, f(z)) + bd(y, f(y))
+cd(z, f(y)) + ed(y, f(x)) + fd(z,y),  (2.73)

gde su a,b,c,e i f, nenegativni brojevi, i neka je « = a4+ b+ c+ e+ f. Tada,
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(a) Ako je (X,d) kompletan metricki prostor i a < 1, preslikavanje f ima
jedinstvenu fiksnu tacku.

(b) Ako je uslov (2.73) zamengjen uslovom
Iz x # y sledi

d(f(z), f(y)) < ad(z, f(z)) + bd(y, f(y))
+ cd(x, f(y)) + ed(y, f(x)) + fd(x,y), (2.74)

(i uw ovom slucaju pretpostavijamo da je (X, d) kompaktan metricki prostor, f
neprekidno preslikavanje) i o = 1, tada preslikavanje f ima jedinstvenu fiksnu
tacku.

Pre nego dokazemo navedenu teoremu, dokazac¢emo slede¢u lemu.

Lema 2.8.1 Pretpostavimo da je uslov (2.73) ispunjen na (X,d). Tada, ako
je a < 1, postoji B < 1, tako da je

A(f (@), f(x)) < Bd(w, f(x). (2.75)

Ako je ispunjen uslov (2.74) za o = 1, tada iz
v# f(x) = d(f(2),[*(2)) < d(x, f(x)). (2.76)
Dokaz: Pretpostavimo da je a@ < 1. Neka je y = f(z). Iz uslova (2.73) imamo
A, P2@) < e ) + L e @) @)

Kako je d(f(z), f?(x)) > d(f?*(x),z) — d(f(z), ), iz (2.77) imamo

AP @), ) — d(f (@), 2) < S0 e @)+ 5 a2, @278)
odnosno
A ).2) < T e p)) (279

C d(z, f(x)). (2.80)
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Kako je metrika d simetri¢na funkcija po svojim promenljivim argumentima,
mozemo zameniti @ sa bi ¢ sa e u (2.80), i dobijamo

cbhtetf,
“l—a—e

d(f(x), f*(z))

Sada, mozemo uzeti

d(z, f(x)). (2.81)

(2.82)

B:min{a+c+f b+e+f}

l—-b—c'l—a—e

i onda [ zadovoljava uslov (2.75). Ostatak dokaza je slican, samo ako se ima u
vidu da se opstost dokaza ne umanjuje ako se pretpostavia+e < 1ib+c < 1.
O

Dokaz Teoreme 2.8.1: Da dokazemo (a), primetimo da iz (2.75) sledi za
svako m > n,

d(f™(x)), f*(2))) < d(f™(@)), f"7H () + - AT (@), f0 ()
<pU U+ B+ + ")z, f(2))

BTL
< {5 f(@))

Prema tome, {f"(x)} je Cauchyev niz, i postoji z € X, tako da je lim,, f™(z)
= 2. Dokazimo da je f(z) = 2. Za to je dovoljno dokazati lim,, f"*!(z) = f(2).

Iz (2.73) sledi
d(z, f(2)) < d(f""H(x)), f(2) + d(f*"(2)), )
< ad(f"(x), [ (x)) + bd(2, f(2))
+ed(f"(2), f(2) + (e + 1)d(f* (@), 2) + fd(f"(2), 2).

Kad uzmemo da n — oo, u gornjoj nejednakosti, dobijamo

d(z, f(2)) < (b+c)d(z, f(2)),

te iz uslova b+ ¢ < 1 sledi z = f(z). Da preslikavanje f ima jedinstvenu fiksnu
tacku, sledi iz uslova (2.73).

Da dokazemo deo (b), primetimo da zato §to je (X, d) kompaktan metricki
prostor i f neprekidno preslikavanje, postoji y € X, tako da je

inf{d(z, f(x)) : © € X} = d(y, f(y)).

Sada iz uslova (2.76) sledi y = f(y). Da preslikavanje f ima jedinstvenu fiksnu
tacku, sledi iz uslova (2.74). O
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Napomena 2.8.1 Ukoliko u Teoremi 2.8.1 (a) uzmemo o = a+ b+ f, tada
dobijamo rezultat Reicha, Teoremu 2.7.1, a ukoliko u delu (b) uzmemo o =
f =1, tada dobijamo rezultat Edelsteina, Teoremu 2.1.2.

2.9 Ciri¢eva kvazi-kontrakcija

U ovom poglavlju izlazemo pojedine rezultate Ciri¢a iz veoma znacajnog rada
[37] iz 1974. godine, gde je on uveo pojam kvazi-kontrakcije kao uopstenje
pojma kontrakcije i izuc¢avao fiksne tacke za takvo preslikavanje.

Definicija 2.9.1 (Ciri¢ [37]) Neka je (X,d) metricki prostor. Preslikavange
f: X — X, je kvazi-kontrakcija ako postoji realan broj X\, 0 < A\ < 1, tako da
je

d(fz, fy) < X-max{d(z,y),d(z, fz),d(y, fy),d(z, fy),d(y, fz)}, (2.83)
za svako z,y € X.
Ocigledno iz (1.1) sledi (2.83). Da obrnuto ne vazi, pokazuje sledeéi primer.
Primer 2.9.1 (Ciri¢ [37]) Neka je
m
M, :{g:m:0,1,3,9,...; n=14,....3k+1,...}
Mgz{% cm=1,3,9,27,...in=25,....3k+2,...}

i M = My U Ms metricki prostor sa uobicajenom metrikom d(x,y) = |x —
yl, x,y € M. Preslikavanje f : X — X, definisano sa

)=

je kvazi-kontrakcija sa A = %, a nije kontrakcija.

x, x € M,
x, x € Mo>.

ool U1

Da bismo vidli da preslikavanje f nije kontrakcija, moZemo uzeti x =1 4
y = % Tada je

d(z,y).

d(f:v,fy):d(3 1) 43 40

5'16) ~ 80 80
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Primer 2.9.2 Neka je X = [0,3]U[4,5] sa uobicajenom metrikom i f : X —
X definisano sa
_Jo, if x€l0,3],
f@)_{ 3, if ze[4,5).
Tada za svako x € [4,5] imamo d(z, f(z)) < 2, d(f(x), f2(z)) = 3. Dakle,
d(f(z), f2(x)) > d(x, f(x)). PokaZimo da f zadovoljava uslov (2.83).
Neka je v € [0,3] i y € [4,5]. Tada je d(f(x), f(y)) = 3, d(y, fz) > 4.
Prema tome, d(f(x), f(y)) = 34 < § max{d(z, f(y)),d(y, f(z))}
Zato funkcija f zadovoljava uslov (2.83) za X\ = % 1 svako x,y € X.

Primer 2.9.3 Neka je f(x) = 0,0 < z < 1, f(1) = 1/2. Tada funkcija f
zadovoljava uslov (2.83) a ne zadovoljava uslov (2.62) [122]. Primetimo da je

1 1 d(3, /(1) +d(1, /(3))

Teorema 2.9.1 (C’im’c’ [37])Neka je f : X — X kvazi-kontrakcija na metrickom
prostoru X i neka je X f—orbitalno kompletan prostor. Tada

a) f ima jedinstvenu fiksnu tacku u € X,
b) lim, oo f"r = u za svako z € X,
c) d(ffz,u) < % ~d(zx, fz).
Dokaz: Ako je E C X sa diam(F) oznacava¢emo diametar skupa F.
Za r € X neka je

O(z,n) = {z, fz, fz,..., f*z}, a(z,n)=diam(O(z,n)),
O(x) = {x, fx, f2x,..., f"x,...}, alz)=diam(O(z)).

Dokazimo da je

alfz,n —1) = diam({fz, f’z,..., f"z}) < Aa(z,n). (2.84)



2.9 Ciric¢eva kvazi-kontrakcija 65

Neka je a(fz,n —1) = d(f/z, fFz), gde je 1 < j < k < n. 1z (2.83) sledi

a(fe,n—1) =d(ff/ "z, f ¥ a)
<\ max{d(fjflx, fkilx), d(fjflﬂv, fjw), d(fkflﬂa fkﬂU)v
d(f7 a, fra),d(f* , fo)}
< Miam({f7 Lz, flx, ... fFa))
< Miam({z, fx,..., f"x})

= Aa(z,n)

Ovim smo dokazali (2.84).

Iz (2.84) sledi
oz, n) = d(z, fFz) (2.85)

za neko k < n. Zaista, ako pretpostavimo a(z,n) > 01 a(z,n) = d(fiz, fFz)
za neko k > j > 1, k < n, tada iz (2.84) sledi

a(z,n) = d(flz, ffe) = a(flz,n - j) = a(f(f/'2),n - j)
<Xa(ffte,n—j+1) < da(z,n)
sto je kontrakcija. Ovim smo pokazali (2.85).
Dokazimo da je a(x) € R. 1z (2.84), (2.85) i nejednakosti trougla, imamo
a(z,n) = d(z, f'¢) < d(z, fz) + d(fz, f*x)
< d(ilf,f$) +Oé(f$,n— 1)
< d(z, fx) + Az, n),

odnosno

olz,n) < % d(, fz). (2.86)

Niz {a(z,n)} je neopadajudi i lim, o a(z,n) = a(z). Kad n — oo iz (2.86)
sledi )
alzr) < —— -d(z, fx). (2.87)
1-A
Dokazimo sada da je {f"z} Cauchyev niz. Neka je
Bu(z) = a(fz) = diam({f"z, f*z,...}),n=0,1,2,...

Tada je 0 < B,(z) < az) za svako n € N i {f,(x)} je nerastuéi niz. Postoji
limy, 00 () = B(z) 1 B(x) < Bn(x) za svako n > 0.
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Kad n — oo iz (2.84) sledi
a(fr) < Na(z). (2.88)
Prema tome,

Busi(@) = a(ff"2) < Aal(f"e) = ABu(x), neN,

odnosno
B(z) < AB(x).

Sledi g(x) = 0, te je {f™x} Cauchyev niz. Kako je X f—orbitalno kompletan
prostor, postoji u € X tako da je

lim f"z = u.
n—oo

Iz (2.83) sledi

dfu, ff"2) < A max{d(u, fra),d(u, fu).d(fe ),
d(u’ fn-&-ll,), d(fnxv fu)}a

odnosno

d(fu,u) < Xd(u, fu).

Zato je d(u, fu) = 0, tj., fu = u. Jedinstvenost fiksne tacke sledi iz (2.83).
Ovim smo dokazali a) i b).

Dokazimo nejednakost ¢). Iz (2.88) sledi a(f"z) < A"a(z), a zatim iz
(2.87)
1

a(fr) < A" 1T d(z, fz).

Neka je m > n, in,m € N. Tada je

n

A", ) < alf") < T

d(xvfx)v

i kad m — oo dobijamo c). O
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2.10 Teorema Jungcka

Proucavanje egzistencije zajednickih fiksnih tacka za dva ili vise preslikavanja
koja zadovoljavaju odredene kontraktivne uslove je znacajno zbog mnogih pri-
mena. Jungck je 1976. godine u radu [81] dokazao teoremu o zajednicko]
fiksnoj tacki za dva preslikavanja koja komutiraju i time uopstio Banachov
princip kontrakcije. U ovom poglavlju izlazemo pojedine rezultate Jungcka iz
pomenutog rada [81].

Teorema 2.10.1 (Jungck [81]) Neka je f: X — X neprekidno preslikavanje
na kompletnom metrickom prostoru (X,d). Tada f ima fiksnu tacku u X ako
i samo ako postoji A € (0,1) i preslikavanje g : X — X koje komutira sa f i
zadovoljava uslove

g(X) C f(X) i d(g(x),9(y)) < Md(f(2), f(y)) za svako z,y € X. (2.89)

Osim toga, ako je ispunjen uslov (2.89), preslikavanja f i g imaju jedinstvenu
zajednicku fiksnu tacku.

Dokaz: Da bismo vidli da je navedeni uslov potreban, pretpostavimo da je
f(a) = a za neko a € X. Definisimo preslikavanje g : X — X sa g(z) = a
za svako x € X. Tada je g(f(z)) = ai f(g(x)) = f(a) = a, x € X. Prema
tome, f(g(z)) = g(f(x)) za svako x € X, i g komutira sa f. Osim toga,
g(x) = a = f(a) za svako x € X, te je g(X) C f(X). Ako je X € (0,1), sledi

d(g(z),9(y)) = d(a,a) =0 < Xd(f(x), f(y)) =,y€X,

te je uslov (2.89) ispunjen.

Pretpostavimo sada da postoji preslikavanje g : X — X koje komutira
sa f i da je ispunjen uslov (2.89). Pokazademo da f i g imaju jedinstvenu
zajednicku fiksnu tacku.

Neka je g € X. Iz g(X) C f(X) sledi postoji z1 € X tako da je
f(z1) = g(xp). Definisimo niz z,, tako da je

f(zn) = g(@n-1). (2.90)
Iz (2.89) i (2.90) sledi

d(gan; grn—1) = d(f (Xni1), f(2n)) < AA(f(2n), f(2n-1)), neEN.
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Zato je f(x,) Cauchyjev niz, i postoji t € X tako da

f(zy) — t. (2.91)

Sada iz (2.90) sledi
g(xy) — t. (2.92)
Kako je f neprekidno preslikavanje, iz (2.89) sledi da je i g neprekidna funkcija.

Iz (2.91) i (2.92) sledi g(f(zn)) — g(t

)
)i £(g(zn) — F(1). Kako f i g komu-
tiraju, sledi g(f(zn)) = f(g9(zn)) za s)vako n. Zato je f(t) = g(t), a zbog

komutativnosti imamo f(f(¢)) = f(g(t)) = g(g(t)). Prema tome

d(g(t),9(g(t))) < Ad(f(t), f(g(t))) = Ad(g(t), g(g(t))),

odnosno g(t) = g(g(t)) = f(g(t)), tj. g(t) je zajednicka fiksna tacka za f i g.

Dokazimo da f i g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku. Pret-
postavimo da je z = f(z) = g(x) i y = f(y) = g(y). Tada iz (2.89) sledi

d(z,y) = d(g(x),9(y)) < Ad(f(x), f(y)) = Ad(z,y),

odnosno x = y. O

Posledica 2.10.1 Neka su f,g: X — X komutativna preslikavanja na kom-
pletnom metrickom prostoru (X, d). Pretpostavimo da je f neprekidno i g(X) C
f(X). Ako postoji A € (0,1) ¢ k € N tako da je

d(g"(x),¢"(y)) < Md(f(2), f(y)), @, y€X,

tada f i g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku.

Dokaz: Ocigledno g* komutira sa f i ¢*(X) C g(X) C f(X). Iz prethodne
teoreme sledi postoji jedinstveno a € X tako da je a = f(a) = ¢g¥(a). Zato sto
f i g komutiraju, sledi g(a) = f(g(a)) = ¢*(g9(a)), te je g(a) ZaJednlcka fiksna
tacka za f i g¥. Iz jedinstvenosti a, sledi a = g(a) = f(a). O

Napomena 2.10.1 Banachov princip kontrakcije dobijamo iz Posledice 2.10.1
za k =11 ako je f = i identiéno preslikavanje i(x) = z,x € X. Primetimo
da se u Posledici 2.10.1 ne zahteva neprekidnost funkcije g.
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Posledica 2.10.2 Neka je n € N i K > 1 realan broj. Ako je (X,d) komple-
tan metricki prostor, g : X — X neprekidno preslikavanje i preslikavanje na,
tako da je

d(g"(@), ")) = K d(z,y)  za svako z,y € X,

tada g ima jedinstvenu fiksnu tacku.

Dokaz: Dokaz sledi kad u Teoremi 2.10.1 uzmemo A\ = % i f=g"th
(Primedba: drugaciji dokaz sledi ako se u Teoremi 2.10.1 za g uzme identi¢no
preslikavanje i, a za f uzme g" i A\ = %) a

U slede¢em interesantnom primeru Jungck [81] je definisao dva preslika-
vanja tako da nijedno od njih nije kontrakcija. Prema tome, Banachova teo-
rema nije primenljiva na njih. Osim toga, nijedno od tih preslikavanja nije
ekspanzivno u smislu Posledice 2.10.2(za n = 1). Kako ta preslikavanja zado-
voljavaju uslove Teoreme 2.10.1, imaju zajednicku fiksnu tacku.

Primer 2.10.1 (Jungck [81]) Neka je X = R? Euklidov dvodimenzionalni
prostor sa uobic¢ajenom metrikom d. Za p = (x,y) € X definisimo preslika-
vanja f,g : X = X sa, g(p) = (Tx,% +4) i f(p) = (11z,§ + 3). Tada je
flg(p)) = (772, % +5) = g(f(p)), i zato f i g komutiraju. Moze se dokazati
da je
3
d(f(p), f(@) = 5d(g(p), 9(a))-

Prema tome, ako u Teoremi 2.10.1 uzmemo \ = %, sledi f i g imaju jedin-
stvenu zajednicku fiksnu tacku.

Neka je ¢ = (2,y'). Stavljajuéi y = v (videti definiciju za p), dobijamo
d(f(p), f(q)) = 11d(p,q). Dakle, f nije kontrakcija. Slicno, stavljajuéi x = a,
dobigamo d(f(p), f(q)) = %d(p, q), i f nije ekaspanzivno preslikavanje. Iz istih
primera se mogu dobiti analogni zakljucct za preslikavange g.

2.11 Rezultati Dasa 1 Naika

Das i Naik su 1979. godine u radu [46] uopstili pojedine rezultate Jungcka
[81] i Ciri¢a [37]. Izlozimo neke rezultate iz pomenutog rada [46].

Stalne pretpostavke u ovoj sekciji: Neka je (X,d) kompletan metricki
prostor, f,g: X — X i
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9(X) C f(X). (2.93)
Ako xy € X izaberimo z; € X tako da je g(xg) = f(x1), i definisimo niz
xn, € X tako da je g(zy,) = f(xny1), n = 0,1,2,.... Neka je y, = g(z,) =
f(a:n-i-l)a n= 07 17 2) BT
O(ykin) = {Yks Yk+1, - -+ Ybtn t

i 0(F) = diam(F) diametar podskupa £ C X.

Pretpostavimo da postoji konstanta A € (0,1) tako da je za svako x,y €
X,

CKgx,gy)SEA-rnax{d(fx,fy%tﬂf$,gw%6Kf$,gy%CKfy,gyLCKfy,g$)}-
(2.94)

Lema 2.11.1 Za k > 0 in € N, pretpostavimo da je §(O(yx;n)) > 0. Tada
postoji j € N, k < j < k+n, tako da je 6(O(yx;n)) = d(yk,y;j). Osim toga
0(O(yg;n)) < AO(O(yk—1;n+ 1)) (k>1). (2.95)
Dokaz: Neka je 1 <1 < j. Tada je
= A max{d(yi—la yj—l)7d(yi—17yi)7 d(yj—luyj)7d(yi—17yj)7 d(y]—luyl)}

Sledi
d(i,y5) < A(O(yi—1,J —i+1)). (2.96)

Primetimo da je 6(O(yx;n)) = d(vs,v;5), gde i, e Nik <i<j<k+n.
Ako je i > k, iz (2.96) sledi
6(0(yk;n)) < A6(O(yi1;5 —i+1))
zai—12>kij<k-+mn. Prema tome
5(O(yx;n)) < A6(O(yx;n)),
sto je kontradikcija. Sledi i = k. Osim toga,

5(O(yr;in)) = d(yr, yj) < A6(O(yk—15§ —k+1))
<A0(O(yr-1;m+1)). O
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Lema 2.11.2 Ako vaZe pretpostavke prethodne leme, tada je
)\k
1—A

5(O(yrin)) < - d(yo, y1)- (2.97)

Dokaz: Za j <1+ m vazi
8(O(ysm)) = d(yi, y5) < d(y, y1+1) + d(y1+1,95)
< d(y, y14+1) + 6(O(yr45m — 1)),
Prema tome, iz (2.96) sledi
3(O(yism)) < d(yi, y1+1) + A6(O(yis m)),
odnosno

5(O(yi;m)) < % (Y, y111)- (2.98)

Iz (2.95) sledi
5(0(ykin)) < A¥6(O(yoin + k),

aiz (298)zal=0,m=n+k, sledi (2.97). O

Teorema 2.11.1 (Das i Naik [46]) Neka je X kompletan metricki prostor,
f: X — X neprekidno preslikavanje i g : X — X preslikavanje koje komutira
sa f. Pretpostavimo da je g(X) C f(X) ¢ da postoji konstanta X € (0,1) tako
da je za svako x,y € X,

d(gz, gy) < X~ M(z,y), (2.99)

gde je

M(z,y) = max {d(f, fy), d(fz, g2),d(fz. gy), d(fy, gy). d( [y, 9) }.

Tada f i g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku.

Dokaz: Primetimo da je dovoljno pokazati da postoji y € X tako da je
f(y) = g(y). U tom slucaju, iz

d(ggy, gy) < A maX{d(fgy,gy% d(fay,99y),d(fy,gy),

d(fgy,9y),d(fy, ggy)}

= Nd(g9y, 9y)
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sledi g(y) je fiksna tacka 7a g. Kako je f(gy) = g(fy) = 9(gy) = g(y), o je
g(y) takode fiksna tacka i za f.

Ako je za neko n ik, 6(O(yx;n)) = 0, sledi yx = yry1, tj. f(Try1) =
g(xg4+1). Neka je 6(O(yg;n)) > 0. Za dato € > 0, neka je ng € N tako da je
A"0d(yo,y1) < (1 — N)e. Sada iz Leme 2.11.2, za m > n > ny sledi

d(yma yn) < 5(0(3/110; m — no)) <e&.

Prema tome, {y,} je Cauchyev niz na kompletnom metrickom prostoru, pa je
konvergentan. Neka je y njegova granica. Na osnovu neprekidnosti funkcije

[, {f(yn)} konvergira ka f(y). Kako je g(yn) = f(Yn+1), n =€ N, sledi
limy, g(yn) = f(y). Iz

d(fYn+1,9y) = d(gyn, gy)
< Amas{d(fYn, fY), A(fyns 9yn)> A(fy, 99), A(fYn, 9Y), A(fYns 9yn) }

kad n — oo, sledi d(fy,gy) < Ad(fy,gy), odnosno fy = gy. Jedinstvenost
zajednicke fiksne tacke sledi neposredno iz (2.99). O

Napomena 2.11.1 Iz Teoreme 2.11.1 slede Teorema 2.10.1 i Teorema 2.9.1.

Teorema 2.11.2 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor. Neka f : X —
X i neka je f? neprekidno preslikavanje. Neka g: f(X) — X,

gf(X) C fA(X) (2.100)

i f(g(z)) = g(f(x)) uwvek kada su obe strane jednakosti definisane. Dalje, neka
postoji broj A € (0,1) takav da vazi (2.99) za svako x,y € X. Onda f i g
imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku.

Dokaz: Polaze¢i od proizvoljne tacke xg € f(X) i koristeéi uslov (2.100),
konstrui§imo niz tacaka {z,} iz f(X) takav da je f(znt+1) = 9(zn) = Yn-
Primetimo da je

flyn) = f(g(xn)) = 9(f(2n)) = 9(Yn-1) = 2n-
Iz Leme 2.11.1 1 Leme 2.11.2 sledi

)\k
1—A

5(O(Zkan)) < . d(ZO,Zl), k>0,neN.
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Zato je {z,} Cauchyev niz u X, i prema tome postoji z € X tako da je
lim,, 2, = 2. Iz neprekidnosti f?, sledi lim,, f2(z,) = f?(z). Osim toga iz

9f (zn) = 9f (fP2ni1) = F2(F(92n41)) = [ (Zn41)
sledi lim,, gf(2,) = f%(2). Kad n — oo iz
d(f*2n41,9f2) = d(gfzn, 9f2)
< max{d%n, F22),d(f 2 gf ). (2. 017,

d(f2zm ng), d(f227 gfzn)}
sledi d(f?z,gfz) < Ad(f?z,9fz), odnosno f?z = gfz. Sada je
dlglaf).0f2) < Nmax{ d(fofz £22). (ot g002). (5. 01,

d(fgfz gfz),d(f*z, gng)}
< Xd(g(9f=z),9f=),

odnosno g(gfz) = gfz. Zato je f(gfz) = (f9)(fz) = (9f)(f2) = g(f?2) =
9(gfz) = gfz, te je gfz fiksna tacka preslikavanja f. Prema tome f i g imaju
zajednicku fiksnu tacku. Jedinstvenost sledi iz (2.99). O

Kao posledicu dobijamo slede¢u teoremu.

Teorema 2.11.3 (Das i Naik [46]) Neka vaze sve pretpostavke Teoreme 2.10.1
osim uslova neprekidnosti preslikavanja f. Neka je f? neprekidno preslika-
vanje. Tada f i g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku.

Dokaz: 1z f(X) D g(X) sledi f2(X) D f(g(X)) = g(f(X)), te je ispunjen
uslov (2.100). Kako je i uslov (2.99) ispunjen, dokaz sledi iz Teoreme 2.11.2.
O

Sledeéi primer pokazuje da su Das i Naik zaista uopstili rezultat Jungcka.

Primer 2.11.1 Neka je X = (—00,0) sa uobi¢ajenom metrikom. Definisimo
funkcije f,g: X — X sa
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17 T e (—OO,—I],
flz)=1< =z, x € (—1,1),
-1, x € [1,00).

Hr oz e (-1,0),
g(r) = 5. xe(0,1),
0, x € (—o0,—1] U1, 00).

Ocigledno je f prekidna funkcija, i sve ostale pretpostavke iz Teoreme
2.10.1 su ispunjene. Prema tome, Jungckova teorema se ne moze primeniti,
ali kako je f? neprekidna funkcija, to jedinstvena zajednicka fiksna tacka 1/3
za f i g sledi na osnovu Teoreme 2.11.3.

Na slican nacin kao $to je dokazana Teorema 2.11.2 dokazuje se i sledeca
teorema.

Teorema 2.11.4 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor, f : X — X, i
m € N tako da je f™ neprekidna funkcija. Neka je g : f™ 1(X) — X,

g(f" HX)) € f™(X)
i neka g i f komutiraju. Pretpostavimo jos da postoji A € (0,1) tako da je

uslov (2.99) ispunjeno za svako x,y € f™ Y(X). Tada f i g imaju jedinstvenu
zajednicku fiksnu tacku.

2.12 Teorema Sessa

Sessa [133] je 1982. godine uveo pojam slabo komutirajuéih(komutativnih)
preslikavanja, a zatim je uopstio rezultate Jungcka [81] i Dasa i Naika [46].
Ovde izlazemo pojedine rezultate iz pomenutog rada [133].

Definicija 2.12.1 Neka je (X, d) metricki prostor.Za dva preslikavanja g i
f: X — X kaZemo da su slabo komutirajucéa(komutativna) ako je

d(fgz,gfz) < d(fz,gz), za svako r € X. (2.101)
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Neka je RT skup nenegativnih realnih brojeva, f,g: X — X i g(X) C f(X).
Kao i u prethodnoj sekciji, definiimo niz (z,) iz X na sledeéi nacin: za
proizvoljno z¢ € X neka je g(x,) = f(Zn+1) = Yn. Pretpostavimo da preslika-
vanja f i g zadovoljavaju uslov

d(gz, gy) < o(M(z,y)) (2.102)

gde je ¢ : RT - RT neopadajuéa funkcija, neprekidna sa desne strane, takva
da je ¢(t) < t za svako t > 0, a M(x,y) je definisano sa

M (z,y) = max {d(ffv, fy),d(fx,gz),d(fx, gy), d(fy, gy), d(fy7gx)}-
Pre nego sto pokazemo glavnu teoremu dokazimo sledeé¢e dve leme.
Lema 2.12.1 Ako je to € RT i tp = ¢(tg_1), k > 1, tada je

o = i =0.
o = it =0
Dokaz: Ocigledno je to, > 0. Ako je to, > 0, tada je

Pltoo) <too <tp = p(tk-1), k€N

Prema tome,
P(too) <too < lim @(tg—1) = ¢(to),
k—o00
sto je kontradikcija. Sledi to, = 0. O
Akoje E C X, neka je 6(E) = diam(F) diametar skupa FE.

Lema 2.12.2 Neka je f : X — X neprekidno preslikavanje, g : X — X,
9(X) C f(X) i neka je ispunjen uslov (2.102). Pretpostavimo da je za k > 0
in>1, 5(0(yg;n)) >0 0(O(yo; 00)) < 0o. Tada je

3(O(yk; n)) < " (5(0(yo, 00)))-
Dokaz: Neka je k <i < j <k +n. Iz (2.102) sledi

d(yi,y;) = d(gzi, gz;) < (M (2, z;)) < p(6(O(yi-1,7 — i+ 1))),
gde je

M(xi’ xj) = max{d(fxi, ij)v d(fmia gxi)a d(ijv ng)? d(fxia ng)? d(ijﬁ ng)}
= max{d(yi-1,Yj-1), A(Yi-1,Yi), AYj-1,5), d(Yi-1,Y5), d(yj—-1, i) }-
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Tada je
5(O(yr;n)) < @(0(0(yi-1,J — i+ 1))). (2.103)
Dokazimo da je i = k. Ako jei >k, iz (2.103) zai—1 > ki j < k+n imamo

5(O(yr;n)) < @(6(O(yi-1,7 =i+ 1)) < (6(O(yx;n))) < 5(O(yx; 1)),
sto je kontradikcija. Sada iz (2.103) dobijamo

5(O(yr;n)) < @(0(0(yk-1,7 — k +1))) < p(6(O(yg-1,n +1)))
< " (8(O(yo; n + k)))

pa dokaz leme sledi iz uslova da je ¢ neopadajuéa funkcijaida je 6(O(yp; 00)) <
oco. U

Teorema 2.12.1 Neka je f: X — X neprekidno preslikavanje © g : X — X
preslikavange koje ispunjava uslove (2.101), (2.102) i g(X) C f(X). Ako
postoji xg € X tako da je 6(O(yo;00)) < oo, tada f i g imaju jedinstvenu
zajednicku fiksnu tacku.

Dokaz: Razlikujemo dva sluc¢aja, pri ¢emu ¢emo u oba pokazati da postoji
tacka v € X takva da je f(u) = g(u).

Slucaj 1. ukoliko postoje k > 0 i n > 1 tako da je §(O(yx;n)) = 0, sledi
Yk = Yk+1, te je f(rt1) = g(Tp41).

Slucaj 2. ukoliko je 6(O(yg;m)) > 0 za svako k > 0in > 1, onda iz Leme

2.12.1, za dato € > 0, postoji ng > 1 tako da je ™ (6(O(yp;0))) < . Sada
iz Leme 2.12.2, za m > n > ng, imamo d(ym, yn) < 5(O(Yny, m —np)) < €.

Ovo znaci da je {yn}n, n € Ny Cauchyev niz, pa zbog kompletnosti pros-
tora X, postoji tacka z € X takva da je z = limy,. Kako je f neprekidno
preslikavanje, niz { fy, }n, n € Ny konvergira ka fz.

Dalje, iz (2.101) sledi

d(gyn, [2) < d(gyn, fyn+1) + d(fyn+t1, [2)
= d(gfrns1, f9Tni1) +d(fyny1, [2)
< d(frny1, 9n41) + d(fynt1, [2) = dWYns Yns1) + A(fyns1, [2).

Zatim, kada n — oo, gornje nejednakosti pokazuju da niz {gy,}n, n € Ny
konvergirati ka fz. Takode

M (yn, 2) = max{d(fyn, f2), d(fyn, gyn), d(f2,92),d(fyn, 92),d(f 2, gyn)}
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konvergira ka d(fz,gz). 1z (2.102) dobijamo d(gyn, 9z) < ¢(M (yn, 2)), a zato
Sto je funkcija ¢ neprekidna sa desne strane, sledi

d(fz, g9z) = limd(gyn, gz) < limsup (M (yn, 2)) < @(d(fz,g2)), n — oo.

Prema tome, d(fz,gz) = 0.

U oba slucaja smo pokazali da postoji z € X tako da je
fz=gz. (2.104)

Sada iz (2.104) sledi
f9z =gfz=gg-=. (2.105)
Iz (2.102), (2.104) i (2.105) sledi
d(g9z,92) < p(M(gz,2)) = ¢(d(g9g2, 92)),

te je d(ggz,gz) = 0, odnosno gz fiksna tacka za g. Iz (2.105) zakljuéujemo da
je gz fiksna tacka i za f.

Pokazimo sada jedinstvenost zajednicke fiksne tacke. Neka su u i v dve
razli¢ite zajednicke fiksne tacke preslikavanja f i g. Tada je

d(“?”) = d(guagv) < @(M(uvv)) = Sp(d(uﬂ))) < d(uﬂ})?
sto je kontradikcija. O

Posledica 2.12.1 Teorema 2.11.1 sledi iz Teoreme 2.12.1, ako uzmemo da je
o(t) = At za svako t > 0.

U sledeé¢im primerima moze se primeniti Teorema 2.12.1, ali ne i Teorema
2.11.1.

Primer 2.12.1 Neka je dat prostor X = [0,1] sa uobic¢ajenom metrikom.
Definigimo preslikavanja g @ f na sledeci nacin: grv = 77, fx = §. Dalje,
neka je o(t) = (1tTt) za svako t > 0. Tada je
1 1
9(X)=10,3], F(X)=10,5], ¢(t) <tzat>0.
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Za svako x € X je

2

x Y L
d = - -
(fgz,gfx) d+x 4+2x (4+2)(4+2x)
2
< T T T (fr g0).

Sta vise, za svako x,y € X je

x v '_ 2le—yl _ |-y

J _ _
(97, 9y) ‘2” 2+y|  2+2)2+y) ~ 24|z -y

= (5) = wtatso. o) < o),

MozZe se pokazati da su i ostali uslovi iz Teoreme 2.12.1 ispunjeni. Teorema
2.11.1 nije primenljiva zato sto g ne komutira sa f, buduci da je

T - x
+x 442

gfxr = 1 = fgx, za svako x € X, x # 0.

Ovaj primer pokazuje da je Teorema 2.12.1 opstija od Teoreme 2.11.1 jer ne
zahteva komutativnost preslikavanja.

Primer 2.12.2 Neka je dat prostor X = (—o0,00) sa uobicajenom metrikom.
Definisimo preslikavanja g, f : X — X i funkciju @ na sledeéi nacin

0, x <0,
g(l‘): I’-%, 0<ZC§1,

%, x> 1.

0, =<0,
flz)y=¢ z, 0<z<l,

1, =>1

Sada je g(X) = [0,3], f(X)=1[0,1], p(t) <tzat>0ifgz=gfr za
svako x € X. Pored toga,

r<0 1 y<0 = dgz,gy)=0=p(d(fz,fy)),
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r<0 i 0<y<l = dgzr,gy)=y— = =e(d(fy gx)),

r<0 i y>1 = dgzgy) =
0<z<1l i 0<y<l =

d(gz,gy) = |z —y|(1 —

<o —yl(1 = T2 s, f4)),

O<x<l @+ o y>1 =

1 2 22

d(gr,gy) = 5 — =+

IN
B N

r r
2 2 2
(1-=)
= (-2 - S =, ),

r>1 1 y>1 = d(gz,gy) =0=p(d(fz, fy)).
Na osnovu gornjih rezultata, za svako x,y € X, imamo d(gz, gy) < (M (z,y)),
te je ispunjen uslov (2.102). Sve ostale pretpostavke iz Teoreme 2.12.1 su is-
punjene, ali to nije slucaj i za Teoremu 2.11.1. Zaista, zax =010 <y <1
1mamo

2 2 2
y y y
~ L <am 0,2, y—Z,yp=A
Y 5 = aX{ya 72,3/ 27y} Y,

i zato je 1 — 5 <\ Izy — 0 sledi 1 <\, $to je kontradikcija.

2.13 Sluéajg:C— X, CCX

Izuc¢avanje fiksnih tacaka preslikavanja g : C'+— X, C' C X znacajno je zbog
mnogih primena.

Sledeéa teoreme je rezultat Cirica.
Teorema 2.13.1 (Ciri¢, [41]) Neka je X Banachov prostor, C' neprazan

podskup od X, i OC' rub od C. Neka je T : C +— X preslikavanje, takvo da za
neko X € (0,1) i svako x,y € C vaZi

d(Tz,Ty) < X -max{d(z,y),d(z,Tz),d(y, Ty),d(z,Ty),d(y,Tz)}. (2.106)

Pretpostavimo da je
T(0C) C C. (2.107)

Tada T ima jedinstvenu fiksnu tacku u C.
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Prema Ciri¢u([41]), ”problem uopstavanja rezultata o fiksnim tackama za-
preslikavanje T : C' +— C, definisanih sa (2.106), kako bi se dobili odgovarajuéi
rezultati za preslikavanje T : C' — X, C' # X, bio je otvoren vise od 20.
godina”.

U radu [41], Ciri¢ je koristio nove metode i dokazao teoreme o postojanju
fiksne tacke za klasu preslikavanja f : C — X,C C X, definisanu sa (2.106),
koja zadovoljava dodatni uslov (2.107).

Pretpostavimo da je X normirani prostor. Za z,y € X neka je
seglr,yj={z€X:z=(1—-t)z+ty, 0<t <1}

segment sa krajnjim tackama z i y.

U dokazu sledece teoreme koristimo slede¢u ¢injenicu: ako je v € X i
20 = (1 —to)x + toy € seg [z,y], 0 <ty <1, tada je

[lu — 2ol = [[(1 = to)u + tou — (1 — to)x — toy|
< (1 =to)llu =z + toflu =yl
< max{llu — x|, [lu—yll}.

Rakocevi¢ je u radu [113] dokazao teoremu o postojanju zajednicke fiksne
tacke za par preslikavanja na Banachovom prostoru. Na taj nacin dobijeno je
proSirenje Ciriéevog rezultata, a pored toga dobijeni su i glavni rezultati K.
M. Dasa i K. V. Naika [46], i uopsteni rezultati K. M. Dasa i K. V. Naika [46]
i Jungcka [81].

Teorema 2.13.2 (Rakocevié, [113]). Neka je X Banachov prostor, C' nep-
razan zatvoren podskup od X i OC rub od C. Neka su data preslikavanja
g: Cw— X, f:Xw—= Xif:Cw C. Pretpostavimo da je OC # 0, f
neprekidno preslikavange, i pretpostavimo da f i g zadovoljavaju sledece uslove:

(i) Postoji konstanta A € (0,1) tako da za svako z,y € C
d(gz,g9y) < X+ M(2,y), (2.108)

gde je

M(z,y) = max {d(fz, fy), d(fz,92),d(fz. gy), d(fy. gy), d(fy, g) }. (2:109)
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(ii) f i g slabo komutiraju na C, tj. za svako x € C ispunjen je uslov

d(fgr,g9fz) < d(fz, gx). (2.110)
(iii)
g(C)NC C f(O). (2.111)
(iv)
9(8C) c C. (2.112)
(v)
£(80) > ac. (2.113)

Tada f 1 g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku u C.

Dokaz: Neka je xp € 0C. Konstruisimo niz {x,} iz C na sledeéi nacin:
iz (2.112) sledi gzg € C. Zato, iz (2.111) sledi postoji x; € C tako da je
fr1 = gxo. U zavisnosti od gz, razlikujemo dva slucaja. Ako gxq € C, tada
ponovo na osnovu (2.111) postoji xo € C tako da je fxg = gz1. Ako gz1 & C,
na osnovu (2.113) postoji x2 € OC tako da je fxo € OC N |[fx1, gz1].

Sada, induktivno konstruisemo niz tacaka {x,} iz C na sledeé¢i nac¢in. Ako
je gry, € C, tada iz (2.111) biramo z,41 € C tako da je fx,1 = gr,. Ako
gy, ¢ C, tada na osnovu (2.113) biramo z,41 € 9C tako da je

fns1 € OC (1 seg(fn, gun).
Dokazimo da su {fz,} i {gz,} Cauchyevi nizovi. Prvo pokazimo
frns1 # grn = fry, = grp—1. (2.114)

Pretpostavimo suprotno, tj. fz, # grn,—1. Tada z, € 0C. Sada, iz (2.111)
sledi gx,, € C, a odatle je fx,+1 = gxn, Sto je kontrakcija. Ovim smo dokazali
(2.114). Uvedimo oznake

B(n, k) ={fzj,9z;: n<j<n+k}, bnk)=diam(B(n,k)),
Bn) = {fa;,g2; 0 < j), b(n) = diam(B(n).

Kako b(n, k) 1 b(n) kada k — oo 1 b(n) |, postoji b = lim,, b(n) > 0. Ocigledno
su {fx,} i{gx,} Cauchyevi nizovi ako je b = 0. Prvo dokazimo da je

b(n, k) < Ab(n—2,k+2), n,k>2. (2.115)
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Razlikova¢emo tri slucaja.
1. slucéaj b(n,k) =d(fx;,gzx;) zan <i,j <n+k.
Ako je fx; = gx;_1, tada je
b(n, k) = d(gxi—1,9z;) < AM(xi—1,25) < Ab(n— 2,k +2).

Ako je fx; # gx;_1, tada je fx;_1 = gx;_o i tada je

fxi € Seg[fxi—la gxi—l] = Seg[gxi—% gmi—l].

Takode je

b(n, k) = d(fzi, gz;) < max{d(gzi—2, 9z;), d(gzi-1,92;)}
< Xmax{M(zj—2,z;), M(xi—1,2;)} < Ab(n —2,k+2).
2. slucaj b(n,k) =d(fx;, fxj) zan <i,j <n+k.
Ako je fx; = grj_1, tada se slucaj 2 svodi na slucaj 1.
Ako je fx; # gx;j—1, tada kao i u slucaju 1. imamo j > 2, fx;_; = gzj_o i
fz; € 0C N seglgxj—2, gxrj—1].

Sada je

b(n, k) = d(fxi, fr;) < max{d(fz;, gzj—2),d(fri grj-1)}

pa se slucaj 2 svodi na slucaj 1.

3. slucaj Preostali slucaj b(n, k) = d(gz;,gz;) zan < i,7 < n+k je
trivijalan.

Akou (2.115) k — oo dobijamo b(n) < Ab(n—2), a kada n — oo dobijamo
b < Ab. Dakle, b = 0. Odavde sledi da su nizovi {fz,} i {gx,} Cauchyevi
nizovi. Kako je C' zatvoren podskup Banachovog prostora X i fz, € C sledi
lim, fe, =y € C. Iz

d(frpn,gzn) < by, — 0, n — o0,
imamo lim,, gz,, = vy, te je

lim gz, = lim fx, =y € C.
n n
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Zbog neprekidnosti preslikavanja f sledi
lim fgx, =lim f fx,, = fy € C.
n n

Iz (2.110) dobijamo

d(gfan, fy) < d(gfzn, fgzn) + d(f92n, fy)

<
< d(fn, grn) + d(fgn, fy) = 0, n— o0, (2.116)
te je

limgfz, = f(y). (2.117)
Sada, na osnovu (2.116) i (2.117) dobijamo

M(fxn,y) — d(fy,gy), n — oo,

d(fy.gy) < Ad(fty, gy).
Prema tome, iz 0 < A < 1 sledi

Ty =gy. (2.118)

Dokazimo da je gy zajednicka fiksna tacka preslikavanja f i g. Iz (2.118) i
(2.110) sledi
fay = gfy=ggy. (2.119)

Na osnovu (2.108), (2.118) i (2.119) imamo

d(ggy, 9y) < XM(gy,y) = Xd(99y, 9y),

odnosno ggy = gy. 1z (2.119) sledi gy je i fiksna tacka preslikavanja f. Jedin-
stvenost zajednicke fiksne tacke neposredno sledi iz (2.108). O

Primetimo da ako u Teoremi 2.13.2, uzmemo f = Ix, gde je Ix : X — X
identicko preslikavanje, dobija se Teorema 2.13.1.

Ako f nije neprekidno preslikavanje, ali je za neko m € N preslikavanje
f™ neprekidno, tada imamo sledeéi rezultat.

Teorema 2.13.3 Neka je X Banachov prostor, C' neprazan zatvoren podskup
od X, i 0C rub od C. Neka su data preslikavanja g : C — X, f: X — X i
f:C — C. Pretpostavimo da je f™ neprekidno preslikavanje za neko m € N,
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da f i g zadovoljavaju uslove (2.108), (2.111), (2.112), (2.113) i da f i g
komutiraju na C. tj.,

fgxr =gfx, za svako x € C. (2.120)

Tada f 1 g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku u C.

Dokaz: Neka su {z,}, {9z} 1 {fz,} nizovi iz dokaza Teoreme 2.13.2. Zato
je
lim gx,, = lim fz, =y € C.
n n

Iz (2.109), za n > 1, imamo

d(f"gzn, gf ™ ty) = d(gf " n. g™ y)
< AM(f™zy, f™ 1Y)
= XA max{d(f™ fxn, ["y), d(f™" fan, " g2n),
d(f™y, gf™ 1Y), d(f™ fon, g f™ ty), d(f™y, F" g0}

Sada, zbog neprekidnosti preslikavanja ™, sledi

d(f™y, gf ™ ty) < Xd(f™y, gf ™ My),

odnosno f™y = gf™ 'y. Prema tome, f™y je zajednicka fiksna tacka pres-
likavanja f i g (videti (2.118) i (2.119)). Jedinstvenost zajednicke fiksne tacke
neposredno sledi iz (2.108). O

Primetimo da ako u Teoremi 2.13.3, uzmemo f = Ix, gdeje Ix : X — X
identicko preslikavanje, dobija se Teorema 2.13.1.

Sledeéi rezultat je povezan sa Teoremom 2.2 iz rada [41] i Teoremom
2.13.2.

Teorema 2.13.4 Neka je X Banachov prostor, C' neprazan kompaktan pod-
skup v X, i 0C rub skupa C. Neka su data preslikavanja g : C — X, f :
X—Xif:Cw C. Pretpostavimo da su f i g neprekidna preslikavanja, i
pretpostavimo da f i g zadovoljavaju uslove (2.110), (2.111), (2.112), (2.113)
i neka je za svako x,y € C, x # vy,

d(gz, gy) < M(z,y), (2.121)
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gde je

M(z,y) = max {d(fz, fy),d(fz, 92),d(fz, gy), d(Fy, 99), d(fy, 9) }.

Tada f i g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku.

Dokaz: Ako su z,y € X zajednicke fiksne tacke prelikavanja f i g, tada
(2.121) implicira * = y. Pretpostavimo da f i g nemaju zajednicku fiksnu
tacku u C. Tada je d(fz,gz) > 0 za svako = € C. Ako je d(fz,gx) = 0 za
neko z € X, tada je fo =gz, x # gz i

M (gz,r) = max {d(fgw, fx),d(fgz,ggz), d(fgx, gx),d(fz, gx), d(fw,ggx)}

= d(fgz, fx) < d(fgx,gfx) +d(gfz, fr) < d(ggz, gz).
Ovoje u kontradikciji sa (2.121).

Prema tome, M (z,y) > 0 za svako z,y € C. Neka je Q : C x C' +— [0,1)
preslikavanja definisano sa

d(gz, gy)

Qz,y) = Mz.y)

, x,y € Cl

Ocigledno, @ je neprekidno preslikavanje i Q(z,y) < 1, z,y € C. Sada, zato
sto je C' kompaktan skup, postoje xg,yo € C tako da je

sup{Q(x,y) TTLY € C} - Q(x07y0) <L

Prema tome, ispunjen je uslov (2.108), i na osnovu Teoreme 2.13.2, f i g
imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku na C. To je u kontradikciji sa
nasom pretpostavkom da f i ¢ nemaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku.
O

Ponovo, ako u Teoremi 2.13.4, uzmemo f = Ix, gde je Ix : X — X
identicko preslikavanje, dobijamo Teoremu 2.2 rada [41].

Dokaz Teoreme 2.13.2 nam dozvoljava da izvedemo neke rezultate K.M.
Dasa i K.V. Naika [46] i Jungcka [81].

Teorema 2.13.5 (K.M. Das, K.V. Naik [46]) Neka je X kompletan metricki
prostor, f : X +— X neprekidno preslikavanje i g : X — X preslikavanje koje
komutira sa f. Neka f i g zadovoljavaju uslov

9(X) C F(X) (2.122)
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i neka postoji konstanta A € (0,1) tako da je za svako xz,y € X
d(gz, gy) < X~ M(x,y),

gde je

M (z,y) = max {d(fx, fy),d(fz,gx),d(fx, gy), d(fy, gy), d(fy,gx)}-
Tada f i g tmaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku.

Dokaz: Pratimo dokaz Teoreme 2.13.2. Primetimo da uslov (2.122) povlaci
da polazedi od proizvoljnog z¢ € X mozemo konstruisati niz {x,,} tacaka iz X
takvih da je f(xp41) = g(xn), n = 0,1,2,... Ostatak dokaza sledi iz dokaza
Teoreme 2.13.2. O

Sada, na osnovu dokaza Teoreme 2.13.2 mozemo pokazati glavni rezultat
K.M. Dasa i K.V. Naika.

Teorema 2.13.6 (K.M. Das, K.V. Naik [46]) Neka je X kompletan metricki
prostor, f? : X — X neprekidno preslikavanje a g : f(X) — X. Neka f i g
zadovoljavaju uslov

9f(X) € fA(X) (2.123)

i f(g(x)) = g(f(x)) kad god su obe strane definisane. Dalje, neka postoji
konstanta X € (0,1) takva da je za svako x,y € f(X)

d(gz, gy) < X+ M(z,y),

gde je

M (z,y) = max {d(fx, fy),d(fz,gx),d(fx, gy), d(fy, gy), d(fy,gx)}-
Tada f i g tmaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku.

Dokaz: Ponovo, sledimo dokaz Teoreme 2.13.2. Na osnovu (2.123), polazeéi
od proizvoljne tacke zg € f(X), mozemo konstruisati niz {z,} tacaka iz f(X)
tako da je f(zp+1) = 9(xn) = yn, n=10,1,2,... Sada je

fyns1) = f(g(zn)) = 9(f(2n)) = 9(yn—1) = 2p, n =1,2,...

Na osnovu (2.118) zaklju¢ujemo da je {z,} Cauchyev niz u X, te konvergira ka
nekoj tacki z € X. Dalje, kao u dokazu Teoreme 3.1 rada [46] ili kao u dokazu
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Teoreme 2.13.2, m = 2, zakljuéujemo da je f2z = gfz, te je gfz jedinstvena
zajednicka fiksna tacka preslikavanja f i g. O

Primetimo, da na osnovu Teoreme 2.13.2 i dokaza Teoreme 2.13.5 dobi-
jamo slede¢u teoremu.

Teorema 2.13.7 Neka je X kompletan metricki prostor. Neka je f : X — X
neprekidno preslikavanje, a g : X — X preslikavanje koje slabo komutira sa
f. Dalje, neka f i g zadovoljavaju uslove (2.108) i (2.122). Tada f i g imaju
jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku.

Sada kao posledicu dobijamo slede¢i rezultat Jungcka.

Posledica 2.13.1 (Jungck [81]) Neka je X kompletan metricki prostor. Neka
je f X — X neprekidno preslikavanje, a g : X — X preslikavanje koje
komutira sa f. Ako f i g zadovoljavaju uslov (2.122) i ako postoji konstanta
A € (0,1) tako da je za svako x,y € X,

d(gz,gy) < X-d(fz, fy),

tada f i g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku.

2.14 Fisherova kvazi-kontrakcija

Fisher [54] je 1979. godine uopstio pojedine rezultate Ciri¢a vezane za kvazi-
kontrakciju, tako Sto je izuc¢avao opstija preslikavanja.

Definicija 2.14.1 (Fisher [54] ) Neka je (X,d) metricki prostor. Preslika-
vanje [ : X — X, je Fisherova kvazi-kontrakcija ako postoji realan broj
A, 0< A<, ip,qeN tako da je

d(fPx, fly) <\ max{d(f%, Fy),d(fre, f7x), d(foy, f5y) -
0<r7r <p, Oés,S’Sq} (2.124)
za svako z,y € X.

U ovom poglavlju izlazemo rezultate Fishera iz pomenutog rada [54].
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Teorema 2.14.1 Neka je f : X — X Fisherova kvazi-kontrakcija na komplet-
nom metrickom prostoru (X, d), i neka je f neprekidno preslikavanje. Tada f
ima jedinstvenu fiksnu tacku u € X.

Dokaz: Dovoljno je pretpostaviti da je 1/2 < A < 11ida je p > g. Tada vazi
nejednakost (2.124), a osim toga, A\/(1 — \) > 1.

Neka je x € X proizvoljna tacka, i dokazimo da je niz (f™z) ogranicen.
Ako to nije tacno, tada niz {d(f"z, f9z) : n = 1,2,...} nije ograni¢en. Zato
postoji n € N tako da je

d(fz, fiz) > % . max{d(fix, flz):0<i< p}. (2.125)

Neka je n najmanji prirodan broj za koji (2.125) vazi. Tada, iz A/(1 — ) > 1,
sledi n > p > q. Prema tome,

A(f", 1) > 2 max{d(f, f1) 0 < i < p)
> max{d(f"z, flz): 0 <r <n}. (2.126)
Iz (2.126) sledi
(1= N)d(f"x, flz) > X - max{d(f’, flz) : 0 <i < p}
> \-max{d(f'z, f'x) —d(T"z, Tz) :
0<i<p 0<r<n}
> \-max{d(f'z, f'z) — d(f"z, flx) :
0<i<p, 0<r<n}
Zato je,
d(f"x, flz) > X - max{d(f'z, ffz): 0<i<p, 0<r<n} (2.127)
Dokazimo sada da je

d(f"x, fiz) > X - max{d(f'z, f'z) : 0 <i,r < n}. (2.128)

Neka je
d(f"x, fiz) < X - max{d(fiz, f’z) : 0 <i,r < n}.

Tada, koriste¢i nejednakost (2.127) imamo

d(f"x, flz) < X - max{d(f'z, f'z) : p <i,r < n}. (2.129)
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Na osnovu (2.124), (2.129), i (2.127), sledi
d(fmz, fiz) < N max{d(fiz, ffz) :p <i,r <n}

za k = 1,2,.... Kad uzmemo da k — oo dobijamo d(f"z, fiz) = 0, §to je
kontradikcija. Prema tome, nejednakost (2.128) je ta¢na.

Sa druge strane, koriste¢i nejednakost (2.124), imamo

d(frz, flz) <\ {d(f%, Fox),d(fre, fr ), d(foa, £ )

n_pST,TISTL OSS,SISQ}

< A-max{d(f 'z, f’x):0<r,s <n},

sto je nemogucée zbog nejednakosti (2.128). Na osnovu dobijene kontradikcije
sledi (f™x) je ograniCen niz.

Neka je
M =sup{d(f"z, f’x) : r,s=0,1,2,...} < 0.

Neka je € > 0. Izaberimo nyg € N tako da je N M < . Prema tome, za
m,n > no - max{p,q}, i koriste¢i nejednakosti (2.124) ngy puta, dobijamo
d(fmx, ffx) < XM < e. Sledi, (f"z) je Cauchyev niz u kompletnom
metrickom prostoru X. Zato je on konvergentan niz, tj., postoji u € X tako
da je lim,, f"x = u. Kako je preslikavanje f neprekidno, sledi fu = u, odnosno
u je fiksna tacka preslikavanja f. Jedinstvenost sledi trivijalno iz (2.124). O

U specijalnom slu¢aju Teoreme 2.14.1, kada je ¢ = 1 ili p = 1, uslov da je
f neprekidno preslikavanje nije potreban. To pokazuje sledeta teorema.

Teorema 2.14.2 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor, 0 < XA < 1,
peNi f: X — X preslikavanje koje zadovoljava uslov

A7, fy) < A- max{d<frx, Py d(fra, £ ), dly, fy)
0<rr <p, 8:0,1}

za svako x,y € X. Tada funkcija f ima jedinstvenu fiksnu tacku.
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Dokaz: Neka je z € X. Iz dokaza Teoreme 2.14.1, sledi (f"z) je Cauchyev
niz, i postoji lim, f"z =u € X. Za n > p, imamo

d(frx, fu) < X-max{d(f z, fu),d(f"z, f"z),d(u, fu) :
n—p<rr <n, s=0,1},

a kad n — oo sledi
d(u, fu) < X max{d(u, ffu) : s =0,1} = X - d(u, fu).

Prema tome, u je fiksna tacka preslikavanja f. O

Neposredno se dobija sledeca posledica.

Posledica 2.14.1 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor, 0 < X\ < 1 4
[ X — X preslikavanje koje zadovoljava uslov

d(fx, fy) < A-max{d(z,y),d(x, fz),d(y, fy),d(z, fy),d(y, fr)},

za svako x,y € X. Tada funkcija f ima jedinstvenu fiksnu tacku v X.

Sada ¢emo pokazati da je neprekidnosti preslikavanja f u slucaju p,q > 2
potreban uslov u Teoremi 2.14.1.

Primer 2.14.1 Neka je X = [0,1], sa uobicajenom metrikom. Dakle, X je
kompletan prostor. Definisimo preslikavanje f : X — X na sledeéi nacin

1 ,x =0,
f(a;)—{ sz L,z #0.
Ocigledno, f nije neprekidno preslikavanje. Za p,q > 2, 1 svako x,y € X,

A7, fo) = Al e, 1171),

te je f kvazi-kontrakcija sa konstantom \ = % Medutim, preslikavanje f nema
fiksnu tacku.

Sledeca teorema se odnosi na kompaktne metricke prostore.
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Teorema 2.14.3 Neka je (X,d) kompaktan metricki prostor i f : X — X
neprekidno preslikavangje koje zadovoljava uslov

d(fPx, fly) < max{d<f%, £y d(fre, fx),d(foy, f5y) -
OSnﬂﬁp,Oﬁayﬁq}

za svako x,y € X za koje je desna strana nejednakosti pozitivna. Tada f ima
jedinstvenu fiksnu tacku u X.

Dokaz: Pretpostavimo da je f Fisherova kvazi-kontrakcija. Tada dokaz sledi
na osnovu Teoreme 2.14.1.

Ako f nije Fisherovakvazi-kontrakcija, tada postoji (A, ) monotono rastuéi
niz koji konvergira ka 1, i nizovi (x,,) i (y,) u X tako da je

d(fpl'na fqyn) > Ay - max{d(frxm fsyn)v d(frxna fr/xn)v d(fsyna fS/yn) :
OSnWSn0§&§Sq}

zan = 1,2,... . Kako je X kompaktan prostor, postoje podnizovi (x,) i
(Yn,,) nizova (z,) i (yn) koji konvergiraju ka x i y, respektivno. Tada je

d(fpxnkquynk) > >\nk : max{d(frxnkvfsynk)ud(frxnka frlxnk)u
d(fsynk7f5lynk) : 0 S 7', 7’/ S p7 0 S 378/ S Q}a

za k = 1,2,.... Kad uzmemo da k — oo, na osnovu neprekidnosti preslika-
vanja f, sledi

d(fPz, fly) > max{d(f"z, f*y),d(f"z, [ z),d(f*y, [*y) :
0<rr <p, 0<s,s <q}

Ovo je kontradikcija, sem u slucaju da je = y = fx. Prema tome, x je fiksna
tacka preslikavanja f. Jedinstvenost fiksne tacke se lako dokazuje. O

U slucaju p = ¢ = 1, vazi sledec¢a posledica
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Posledica 2.14.2 Neka je (X,d) kompaktan metricki prostor i f : X — X
neprekidno preslikavangje koje zadovoljava uslov

d(fx, fy) < max{d(z,y),d(x, fx),d(y, fy),d(z, fy),d(y, fz)},

za svako x,y € X, za koje je desna strana nejednakosti pozitivna. Tada
funkcija f ima jedinstvenu fiksnu tacku.

2.15 Caristieva teorema

Postoje razna proSirenja Banachovog principa kontrakcije, a prosirenje koje je
uveo Caristi [27], 1976. godine jedno je od najvise proucavanih. Caristieva
teorema [27] moze se motivisati slede¢im razmatranjem: Ako je (X, d) metricki
prostor, i T : X — X, kontrakcija sa Lipschzovom konstantom k € (0, 1), tada
je

za svako x € X, gde je ¢(z) = (1 — k)~ td(z, T(z)).

Poznato je da je Caristieva teorema (ili Caristi-Kirkova ili Caristi-Kirk-
Browderova teorema) ekvivalentna sa Ekelandovim variacionim principom [50],
§to je veoma vazno zbog primena teoreme. Originalan dokaz Caristi-Kirkove
teoreme je dosta komplikovan, a u literaturi postoje nekoliko razli¢itih dokaza
pomenute teoreme.

Napomenimo da je preslikavanje ¢ : X — E,[E C R, odozdo polunepreki-
dno u z € X ako za svaki niz {z,} iz lim, z, = x sledi ¢(x) < liminf ¢(x,).
Preslikavanje ¢ : X — R odozdo poluneprekidno na X ako je odozdo pol-
uneprekidno u z € X za svako z € X.

Teorema 2.15.1 (Caristi [27]) Neka je (X,d) kompletan metricki prostor,
T:Xw— X, ¢: X —[0,00) odozdo poluneprekidno preslikavange, tako da je

d(z,T(z)) < ¢(z) — ¢(T(z)), =€ X. (2.130)

Tada funkcija T ima fiksnu tacku.
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Dokaz: (Ciri¢ [43]) Za svako 2 € X neka je
Pla) ={y € X 1 d(z,y) < ¢(x) — o(y)},
a(z) =inf{p(y) :y € P(z)}.

Zato sto x € P(x), P(x) je neprazan skup i 0 < a(z) < ¢(z).
Neka je x € X. Definis$imo niz {z,} iz X tako da je x; = x, a ukoliko

je x1,x9,...,x, odredeno, odredimo x,y; € P(z,) tako da je ¢(zp41) <
a(zy) + 1/n. Prema tome, niz {z,,} ispunjava sledecée uslove:
(@, Tn1) < ¢(zn) — A(Tnt1); (2.131)
a(xy) < d(rnt1) < alz,) + 1/n. (2.132)

Kako je {¢(x,)} opadajuéi niz realnih brojeva, postoji a > 0 tako da je

a= lim ¢(xz,) = lim a(x,). (2.133)

n—oo n—oo

Neka je k € N. Iz (2.133) sledi postoji Nj tako da je ¢(z,) < a+1/k za svako
n > Nj. Prema tome, iz monotonosti niza {¢(x,)}, za m > n > Ny sledi
a < ¢(xm) < ¢(x,) < a+1/k, odnosno

d(xn) — @(x) < 1/k  zasvako m >n > Ni. (2.134)

Koristeéi nejednakost trougla i nejednakost (2.131) imamo

m—1

A(2n, wm) < d(@s, 211) < G(an) — Glam). (2.135)

Sada iz (2.134) sledi
d(xp, xm) < 1/k zasvako m >n > Ni.

Prema tome, {z, } je Cauchyev niz, a zato sto je X kompletan metricki prostor,
on konvergira ka nekom u € X.

Kako je ¢ odozdo poluneprekidna funkcija, iz (2.135) imamo
$(u)< lim inf 9(a,,)
< lgn 1nf[¢($n) - d(linvxm)]

=¢(xy) — d(Tn, u),
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odnosno

d(xn, u) < ¢(2n) — P(u).

Prema tome u € P(zy,) za svako n € N, i a(zy,) < ¢(u). Sada iz (2.133) sledi
a < ¢(u). Sa druge strane, zato $to je ¢ odozdo poluneprekidno preslikavanje
iz (2.133) sledi ¢(u) < lim,, inf ¢(z,) = o. Prema tome, ¢(u) = a.

Kako je u € P(x,) za svako n € N, iz (2.130), sledi Tu € P(u), odnosno

d(zp, Tu) < d(zp,u) + d(u, Tu)
< oz ) ¢(u) + ¢(u) — ¢(T'u)
= ¢(@n) — (Tw).

Prema tome, Tu € P(zy) za svako n € N. Sledi

$(Tu) > a(zn) zasvako n €N,
Sada, iz (2.133) sledi

¢(Tu) > a.
Kako je iz (2.130), ¢(Tw) < é(u), i ¢(u) = a, imamo
¢(u) = a < ¢(Tu) < d(u).
Prema tome, ¢(T'u) = ¢(u). Sada iz (2.130) sledi
d(u,Tu) < ¢p(u) — ¢p(Tu) =0,

odnosno Tu =u. O

Teorema 2.15.2 (Ekeland [50], 1972). Neka je ¢ : X — R odozdo pol-
uneprekidna funkcija na kompletnom metrickom prostoru (X,d). Ako je ¢
odozdo ogranicena funkcija, tada postoji u € X tako da je

o(u) < ¢(z) +d(u,x) za ze€X, x#u. (2.136)

Dokaz: (Ciri¢ [43]) Pokaza¢emo da je tacka u, dobijena u dokazu Teoreme
2.15.1, trazena tacka. Koristeéi iste oznake, za x # wu treba da pokazemo
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x ¢ P(u). Pretpostavimo suprotno, tj., da za neko v # u imamo v € P(u).
Tada iz 0 < d(u,v) < ¢(u) — ¢(v) sledi p(v) < p(u) = a.

Kako je

d(zp,v) < d(n,u) + d(u,v)
< ¢(xn) — ¢(u) + ¢(u) — é(v)
= ¢($n> - ¢(U)7

sledi v € P(x,). Prema tome
a(zy) < ¢(v) zasvako neN.

Kad uzmemo da n — oo, imamo

a < ¢(v),

sto je kontrtadikcija sa ¢(v) < a = ¢(u). Prema tome, za svako z € X, x # u
sledi z ¢ P(u), odnosno

r#u=du,x)>¢u)—¢(z). O

Dokaz: (Brézis i Browder [23].)

Na osnovu Teoreme 2.15.2 postoji u € X stako da je ispunjen uslov
(2.136). Sledi Tu = u, jer ako je Tu # u, sledi ¢(Tu) — ¢(u) > —d(u, Tu), $to
je kontradikcija sa (2.130).

Primetimo da se Teorema 2.15.2 moze dobiti na osnovu Teoreme 2.15.1.
Zaista, ako pretpostavimo da zakljucak Teoreme 2.15.2 nije tacan, tada za
svako x € X postoji y € X, y # x tako da je ¢(y) — ¢(x) < —d(z,y). Prema
tome mozemo definisati preslikavanje T" : X — X koje zadovoljava uslov
(2.130) a nema fiksnu tacku. O

Izlozi¢emo dokaz Caristieve teoreme koji su dali Kirk i Saliga [95]. Prvo
dokazimo rezultat Brézis i Browdera [23], dobro poznati Brézis — Browderov
[23] princip uredjenja.

Neka je (X, <), parcijalno uredjen skup. Za x € X oznac¢imo sa S(x) =
{y € X : x <y}. Kaze se da je niz x,, € X rastuéi ako je z, <z, za svako
n € N.
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Teorema 2.15.3 (Brézis i Browder [23]). Neka funkcija ¢ : X — R zadovolj-
ava sledeée uslove:
(HNrx<y = o) <oy);

(2) za svaki rastuéi niz x, € X tako da je ¢p(x,) < C < oo za svako
n € N, postoji y € X tako da je x, <y za svako n € N;

(8) za svako x € X postoji u € X tako da je x <u i ¢(z) < d(u).
Tada je za svako x € X, ¢(S(x)) neogranicen skup.

Dokaz: Za a € X neka je

pla) = sup o(b).
beS(a)

Dokazacéemo da je p(x) = 400 za svako x € X. Pretpostavimo da je p(z) < oo
zaneko z € X. Koristedi indukciju, defini§imo niz x,, tako daje x1 = x, xp41 €
S(2n) i () < G(@ns1)+(1/n) 72 svako n € N. Kako je ¢(wni1) < p(a) < o0,
iz. (2) sledi postoji y € X tako da je x,, <y za svako n. Iz (3) postoji u € X
tako da je y <wui ¢(y) < ¢(u). Kako je z, < u imamo ¢(u) < p(x,) za svako
n. Osim toga, imamo x,11 < y, te je ¢(xp4+1) < ¢(y). Prema tome

¢(u) < p(xn) < ¢(xn+1> + (l/n) < ¢<y) + (l/n)v n e N')

odnosno ¢(u) < ¢(y), sto je kontradikcija. O

Teorema 2.15.4 Neka je (X, =) parcijalno ureden skup, = € X i S(z) =
{y € X : x 2 y}. Pretpostavimo da preslikavanje ¢ : X — R zadovoljava
sledece uslove:

(a) x 2y iz #y= ) <dy);

(b) za svaki rastuéi niz {xn} iz X, za koji je Y(x,) < C < 00 za svako
n € N, postoji y € X tako da je x, =y za svako n € N;

(c) za svako x € X, skup ¥(S(z)) je ogranicen odozgo.

Tada, za svako x € X postoji ©’ € S(x) tako da je x' maksimalan v X, tj.,
tako da je {z'} = S(2').
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Dokaz: Primenom Teoreme 2.15.3 na X = S(z); kako su ispunjeni uslovi
(1) i (2) Teoreme 2.15.3, a zakljucak teoreme ne vazi, sledi da uslov (3) nije
ispunjen za neko x’ € S(x). Prema tome, imamo S(z') = {2’'}. O
Napomenimo da je preslikavanje ¢ : X — R odozdo poluneprekidno
odozgo ako iz x, € X, n=1,2,..., limx, =21 {p(zy)} | rsledi p(x) <r.

Teorema 2.15.5 (Kirk i Saliga [95]) Pretpostavimo da je (X,d) kompletan
metricki prostor, i pretpostavimo da je T : X — X proizvoljno preslikavanje
koje za svako x € X zadovoljava uslov

d(z,T(z)) < ¢(z) — (T (x)), (2.137)

gde je preslikavanje ¢ : X — R ograniceno odozgo i poluneprekidno odozgo.
Tada preslikavanje T ima fiksnu tacku u X.

Dokaz: Uvedimo Brgndstedovo parcijalno uredenje < u X na sledeé¢i nacin:
Za z,y € X imamo

r =2y edzy) <o) —ey),

ineka je 1) = —p. Tada je uslov (a) iz Teoreme 2.15.4 ispunjen, a uslov (c¢) sledi
iz Cinjenice da je preslikavanje ¢ ograni¢eno odozdo. Da bismo pokazali uslov
(b), pretpostavimo da je {z,} rastuéi niz u (X, <) tako da je ¢(z,) < C < 00
za svako n. Tada je {yp(z,)} opadajuéi niz u R, i postoji r € R tako da je
lim,, ¢(x,,) = r. Kako je {¢(z,)} opadajuéi niz, za svako m > n je
lim  d(zp,xm) < lim [p(z,) — o(zm)] = 0.

n,Mm—00 n,Mm—00
Prema tome, {x,} je Cauchyev niz u X. Sledi postoji x € X tako da je
lim, z, = x. 1z p(x,) L 7, @(x) < 7, sledi

d(zn,z) < hgln d(Tn, Tm) < IHP [p(zn) — o(Tm)]
= (xn) =7 < p(zn) — (7).

Prema tome, x je gornja granica za {z,} u (X, <), a samim tim je dokazan
uslov (b). Na osnovu Teoreme 2.15.4 sada sledi da (X, <) ima maksimalni
element z’. Kako iz uslova (2.137) sledi 2/ < T'(2), imamo T'(z') = 2’. O

Siegel [135] je 1977. godine dokazao na originalan nac¢in uopstenu verziju
Caristieve teoreme. Do kraja ove sekcije izlazemo rezultate iz pomenutog rada

[135).
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Neka je (X, d) kompletan metricki prostor. Neka je ¢ : X — RT (sa RT
oznacavamo skup nenegativnih brojeva) i g : X — X ne obavezno neprekidno
preslikavanje, tako da je d(x, gz) < ¢(z) — ¢(g9z), = € X.

Ako je dat niz funkcija f;, i < 1 < oo, oznacimo sa

[ /i = lim fi fior-- fim,
1—00

i=1
ako ova grani¢na vrednost postoji, i nazovimo je prebrojiva kompozicija datog
niza funkcija.

Definicija 2.15.1 Neka je ® ={f: f: X — X id(z, fx) < ¢(z) — o(fz)}.
Oznacimo sa ®g={f: fe ®io(f) < o(g)}.

Lema 2.15.1 Neka je ¢ odozdo poluneprekidna funkcija, i {z;} niz u X tako
da je d(zi, xiv1) < ¢(x;) — ¢(wip1) za svako i. Tada, postoji T € X tako da je
T =lm; 00 x; 1 d(x;,T) < ¢(z7) — O(T) 1 za svako i.

Dokaz: Kako je niz {¢(z;)}; nerastuéi i odozdo ograni¢en (brojem nula), a
pritom vazi d(z;, ;) < ¢(x;) —¢(z;) zai < j, niz {x;} je Cauchyev u X. Neka
je T =limx;. Zato §to je ¢ odozdo poluneprekidna funkcija sledi

d(z;, @) = ]E)Igo d(zs, x5) < d(a;) — jlggo é(xj) < o) —o(z). O

Lema 2.15.2 Skupovi ® i ®, su zatvoreni u odnosu na kompoziciju funkcija, a
ako je ¢ odozdo poluneprekidno preslikavangje, tada su skupovi ® i @4 zatvoren:
u odnosu na prebrojive kompozicije nizova funkcija.

Dokaz: Dokazimo da su skuppovi ® i ®, zatvoreni u odnosu na kompoziciju
funkcija. Ako je fi1, fo € ®, tada je

d(z, fofrx) < d(x, frz) + d(frz, f2f17)
< (¢(z) — ¢(f1z)) + (o(f12) — &(f2f12))
= ¢(z) — ¢(fafrz).
Prerma tome, fofi € ®. Ako je fi € ®4 onda iz ¢(fix) — ¢(fafix) > 0 sledi
o(f2f1) < ¢(g), odnosno ff1 € g

Ostatak dokaza sledi iz ¢injenice da za svako x € X niz x; = f; fi—1 - fix
zadovoljava uslove Leme 2.15.1. O



2.15 Caristieva teorema 99

Definicija 2.15.2 Uvedimo sledece oznake:

(1) Za A C X neka je diametar skupa A, oznacen sa
0(A) = sup (d(z;,xj)).

xi,x; €A

(2) r(A) =infca(p(x)); primetimo da iz B C A sledi r(B) > r(A).
(3) Neka je ® C ®. Za svako x € X, neka je S, = {fx: f € ?'}.

Lema 2.15.3 0(S;) < 2(¢p(x) — r(Sz)).

Dokaz:

d(fl.’l,‘, f2$) < d((l), flx) + d(xa fo)
< ¢(x) — ¢(f1z) + d(x) — ¢(fox)
<2

(¢(z) = 7(52)). O

Glavni rezultat Siegela iz rada [135] je sledeéa teorema.

Teorema 2.15.6 (Siegel [135], 1977). Neka su ® C @ skupovi funkcija
zatvoreni u odnosu na kompozicije funkcija. Neka je xg € M.

(a) Ako je skup ®' zatvoren i za prebrojive kompozicije niza funkcija, tada
postoji [ € @' tako da je T = frxg i g(T) =T za svako g € ¥'.

(b) Ako su elementi skupa ® neprekidne funkcije, tada postoji niz funkcija
fi € @ iT =lm; o fifio1- - fixo tako da je g(T) =T za svako g € ¥’.

Dokaz: Neka je {€;} niz pozitivnih brojeva koji konvergira ka nuli. Postoji
f1 € @' tako da je ¢(fizo) — 1r(Sz,) < £/2. Neka je x1 = fi(x0). Kako je skup
®’ zatvoren u odnosu na kompoziciju funkcija, sledi S, C Sy, 1

0(Szy) < 2(d(1) = r(Szy)) < 2(d(f10) = 7(Sap)) < 1.

Nastavljajuéi ovaj postupak dolazimo do niza funkcija f; tako da je z; =
fi(a:i_l), S$i+1 C SzZ i (5(S$1) < ;.

Iz uslova (a) znamo da postoji f = [[52, f; € ®. Neka je T = fuyo.
Zato §to je T = H?O:,L-H fi(x;), sledi T € S, za svako i. S druge strane, iz
lim; 00 0(Sz,) = 0 sledi T = N2, S,,.
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Dokazimo da je g(T) = T za svako g € ®. To sledi iz ¢injenice da je
9(T) € Sy, za svako 1, zato §to je g(T) = g(I[[Z;, fi(:))-

Pod pretpostavkom (b) znamo da postoji T = lim;—eo fifi—1--- fi(zo) =
lim; 00 ;. Kako je {z;};>i € S; za svako i, sledi T € S;, gde je S; zatvorenje
skupa S;. Kako je 6(S;) = 4(9;) sledi 7 = N2, S;.

Dokazimo da je g(Z) = T za svako g € ®'. Primetimo da je g(x;) € Sy, za
svako 7. Zato sto je g neprekidna funkcija, za svako € > 0 postoji ig tako da je

{xeX:d(g(x),x) <s} () Su; # 0, 1>

Prema tome, ako je i > i, sledi d(¢(Z),T) < e+¢;. Ize; — 0sledi d(g(7),7) <
e, a kako je € proizvoljan broj, imamo ¢(z) =z. O

Napomena 2.15.1 U prethodnoj teoremi, u uslovu (b), mozemo uzeti da je

O = {g"}, skup koji se sastoji od neprekidne funkcije g i njenih konacénih it-
eracija. Tada je T = lim, o g"(20) kao i u Banachovoj teoremi o kontrakciji.

2.16 Teorema Bollenbacher i Hicksa

U vezi sa Caristievom Teoremom 2.15.1 je sledeéi rezultat.

Teorema 2.16.1 (FEisenfeld i Lakshmikantham [52]). Neka je na metrickom
prostoru X dato preslikavange f : X — X. Tada postoji preslikavanje ¢ : X —
[0,00) za koje je ispunjen uslov

ako i samo ako je red
> d(frw, [ ) (2.139)
n=0

konvergentan za svako v € X.

Dokaz: Pretpostavimo da je ispunjen uslov (2.138). Dokazimo da je red
0 d(f*x, f**12) konvergentan. To sledi iz ¢injenice da je za svako n € N,

> d(fFe, ) = d(x, fo) + A )
k=0



2.16 Teorema Bollenbacher i Hicksa 101

< (¢(x) = d(fx)) + -+ (o(f" ') — ("))

Ukoliko je red (2.139) konvergentan za svako z € X, definisimo preslika-
vanje ¢ : X — [0, 00) sa

p(x) =Y d(ffz, fFz), zeX.

hE

B
Il

0

Ocigledno, ovako definisano preslikavanje ¢ ispunjava uslov (2.138). O

Neka je € X i O(z,00) = {x, fx, f?x,...} orbita elementa z. Preslika-
vanje G : X +— [0, 00) je f—orbitalno odozdo poluneprekidno u x ako za svaki
niz {x,} iz O(x, 00) iz limy, z,, = u sledi G(u) < liminf G(z,).

Primetimo da ako je uslov (2.138) ispunjen za svako y € O(x, o), tada
je red (2.139) konvergentan za pomenuto x, zato $to je niz parcijalnih suma
neopadajuéi i ogranicen sa ¢(x).

Alberta Bollenbacher i T.L. Hicks [20], dokazali su 1988. godine slede¢u
veoma interesantnu teoremu, ¢ija posledica uklju¢uje mnoga uopstenja Bana-
chove teoreme o fiksnoj tacki. U ovoj sekciji izlazemo pojedine rezultate iz
pomenutog rada.

Teorema 2.16.2 (Bollenbacher i Hicks [20]) Neka su na metrickom prostoru
(X,d) data preslikavanja f : X — X @ ¢ : X — [0,00). Pretpostavimo da
postoji x tako da je

d(y, fy) < é(y) — o(fy) (2.140)

za svako y € O(z,00), i da svaki Cauchyev niz iz O(x,00) konvergira ka nekoj
tacki i1z X. Tada je:

(1) lim, f"xz =T postoji.
(2) d(f"z,T) < o(f"x).

(3) fx = T ako i samo ako je G(x) = d(x, fz) f—orbitalno odozdo
poluneprekidna funkcija u x.

(4) d(f"z,x) < ¢(x) i dT,z) < ().
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Dokaz: Iz prethodne teoreme sledi red > 72 d(f*z, f**1z) je konvergentan.
Dokazimo da je {f"z} Cauchyev niz. To sledi zato Sto je za m > n,

d(frz, fMe) < d(frz, f*e) 4+ d(f e )

— Tnz fk+1

i ¢injenice da je red Y 52 d(f*z, f**1z) konvergentan. Prema tome, postoji
T € X, tako da je ispunjen uslov (1). Sada, iz

m—1
0<d(fz, fMzx) < Z d(ka,fk+1x)
k=n
Z o(*412)] = o(f"a) — 9(f™2) < O(f"),

kad uzmemo m — oo, sledi (2).
Da dokazemo (3), pretpostavimo da x,, = f"x — Z. Ako je G f—orbitalno
odozdo poluneprekidna funkcija u z, sledi

0 <d(7, ) = G(z) < liminf G(x,) = liminf d(f"z, f"'2) = 0,

odnosno fr =T.
Pretpostavimo sada da je fz =T i da je {x,} niz iz O(x,o0) tako da je
limz, =Z. Tada je

G(T) =d(z, fr) = 0 < liminf d(zy, fz,) = liminf G(z,),

odnosno G je f—orbitalno odozdo poluneprekidno funkcija u .

Uslov (4) sledi iz

d(z, fo) +d(fz, fPo) + ...+ d(f* 'z, )
[6(z) — ¢(fz)] + [cb(fx)—d>(f2x)]+---+[¢(f”‘1w)—¢(f”w)]
= ¢(z) — o(f"x) < ¢(2),

d(x, f"x)

<
<

i ¢injenice da kad uzmemo n — oo, dobijamo d(z,T) < ¢(z). O
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Posledica 2.16.1 [68] Neka je (X,d) kompletan metricki prostori0 < k < 1.
Pretpostavimo da za f : X — X postoji x tako da je

d(fy, f2y) < kd(y, fy) (2.141)

za svako y € O(x,00). Tada
(1) lim, f"z =T postoji.
(2) d(fre,T) < KL - k) d(x, fo).

(3) fx =T ako i samo ako je G(x) = d(xz, fx) f — orbitalno odozdo
poluneprekidna funkcija u x.

(4) d(frz,x) < (1—k)ld(e, fr) i d@z) < (1-k)d(, fa).

Dokaz: Neka je ¢(y) = (1—k)~td(y, fy), y € O(z,00). Akou (2.141) uzmemo
y = f"x dobijamo

d(fn+133, fn+2l’) < kd(fnl',fn+1l‘),
te je
d(fnx’fnJrlx) _ kd(fnx,fnJrl.%') < d(fnl',fnJrl) _ d(fn+lx7 fn+2$).

Prema tome,

d(frz, f" ) < d(fra, fr ) = d(f e, ),

(1—k)

odnosno
d(y, fy) < é(y) — (fy)-

Sada, iz Teoreme 2.16.2 uslovi (1), (3) i (4) slede neposredno.
Primetimo da iz (2.141) sledi d(f"x, f**'x) < k"d(z, f), a iz Teoreme
2.16.2 sledi

1

d(fnxvf) < ¢(fnx) = ﬂ ’ d(fnx7fn+1x) <

L
> m ! d(.’L‘,f.’IJ),

odnosno uslov (2). O
Napomena 2.16.1 Napomenimo da nije neophodno da ¢ bude odozdo pol-

uneprekidna funkcija, veé je dovoljno da je uslov (2.138) ispunjen samo na
O(z,00), za neko x. Takode, moze se desiti da se lakse proverava da je G
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odozdo poluneprekidna funkcija nego da se to proveri za funkciju ¢. Cak i
kada je ¢ odozdo poluneprekidna funkcija i ispunjen uslov (2.138) za svako
x € X, u Caristievoj teoremi nije neophodno fT =T, veé je fxg = xg za neko
xo 1z X.

Primer 2.16.1 Neka je X =1[0,1], a ¢(z) =z, x € X. Definisimo preslika-
vange f na sledeéi nacin

_J o0 ,x € [0,1],
@)= { tx+l xe (%12]
Za v € [0,4], imemo d(z, fz) = d(x,0) = = i §(z) — ¢(fz) = Blx) — 0 =
z—0=ux. Ako x € (3,1], tada je d(z, fz) = 21: 1 = ¢(z) — ¢(fz). Prema
tome, d(z, fx) = ¢(x) — ¢(fx), © € X. Primetimo da je 0 ]edzna fiksna tacka
preslikavanja f. Ako je x > %, tada je lim f"x = % #+ f(%)

Primer 2.16.2 Neka je X = {(z,y) : 0 < z,y < 1}, d uobic¢ajena metrika na
X, i f(z,y) = (x,0), (z,y) € X. Tada je f(f(p)) = fp za svako p € X, i
0 =d(fp, f*p) < %d(p, fp). Kao u Posledici 2.16.1, neka je ¢(p) = 2d(p, fp)
id(p, fp) < ¢(p) — &(fp). Ovag primer pokazuje da i ako su oba preslikavanja
f i ¢ neprekidna, preslikavanje f moZe imati vise fiksnih tacaka.

Primer 2.16.3 Definisimo preslikavange f : [—1,1] — [—1, 1] na sledeéi nacin

-1 ,2 <0,
f(x)—{x ,x > 0.

4

Primetimo da je d(fz, f?x) < {d(z, fx). Kao u Posledici 2.16.1, neka je
o(x) = %d(x,fx). Ako je x < 0, tada je lim, f"x = —1 = f(—1), a dko
je x > 0, tada je lim, f"x = 0 = f(0). Prema tome, 0 i —1 su jedine
fiksne tacke preslikavanja f. U ovom primeru, f i ¢ su prekidne funkcije, a

o(x) = %d(x, fx) je odozdo poluneprekidna funkcija, i d(z, fr) < ¢p(x)—o(fz).
2.17 Rezultati Rhoadesa za slabija kontraktibilna
preslikavanja

Neka je X Banachov prostor, i f : X — X preslikavanje koje zadovoljava
Banachov kontraktivni uslov, tj. postoji konstanta A\, 0 < A < 1, tako da je
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za svako x,y € X ispunjen uslov
Ifz = fyll < Az —yll. (2.142)

Nejednakost (2.142) se moze napisati u obliku

[fz = fyll <llz =yl —qllz =yl (2.143)

gdejeg=1—\.

Uopstivsi uslov (2.143), Albert i Guerre-Delabriere [6] su 1997. godine
definisali i izucavali slabije kontraktivna preslikavanja na Hilbertovim pros-
torima.

Rhoades [123] je 2001. godine izucavao slabija kontraktivna preslikavanja
na kompletnim metrickim prostorima i Banachovim prostorima. U ovoj sekciji
izlazemo pojedine rezultate Rhoadesa iz pomenutog rada [123].

Definicija 2.17.1 Neka je (X, d) metricki prostor. Preslikavanje f: X — X
je slabija kontrakcija, ako je za svako x,y € X ispunjen uslov

gde je ¥ : [0,00) — [0,00) neprekidna i neopadajuca funkcija, V(t) > 0,t >
0, W(0) = 0 7 limyo0 U(t) = 00

Teorema 2.17.1 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor, a f slabije kon-
traktivno preslikavanje. Tada funkcija f ima jedinstvenu fiksnu tacku u € X.

Dokaz: Jedinstvenost fiksne tacke sledi ocigledno iz (2.144). Neka je zp € X,
i definisimo niz z,,41 = fz,. Tada, iz (2.144) sledi

d(Tn+1, Tnt2) = d(f2n, foni1) < d(Tn, Tni1) — U(d(2n, Tny1))-
Neka je p, = d(zy, xns1). Tada je
Prt1 < pn— V() < pn.- (2.145)

Prema tome, {p,} je nenegativan, nerastudi niz, i zato ima grani¢nu vrednost
p* > 0. Pretpostavimo da je p* > 0. Kako je ¥ neopadajuca funkcija, sledi
U(pn) > ¥(p*) > 0. Prema tome, iz (2.145) dobijamo pp+1 < pn, — ¥(p*).
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Tada je py+m < pm— NP (p*), sto je kontradikcija za dovoljno veliko N. Sledi,
p*=0.

Neka je € > 0 i izaberimo N tako da je d(zn,zny1) < min{§, ¥(5)}.
Sada ¢emo pokazati da f preslikava zatvorenu loptu B(zy,e) u sebe samu.
Neka je x € B(zn,¢). Razlikovaéemo dva slucaja.

<

Sluéaj 1. d(z,rn) < §. Tada je

Kako funkcija f preslikava loptu B(zy,e) u samu sebe, sledi z,, € B(zy,¢),
za svako n > N. Kako £ > 0 moze biti bilo koji broj, sledi {z,,} je Cauchyev
niz, a samim tim i konvergentan niz. Iz neprekidnosti funkcije f sledi da je
grani¢na vrednost ovog niza fiksna tacka preslikavanja f. O

Primetimo da slabije kontraktivna preslikavanja zadovoljavaju definiciju
Boyda i Wonga [22], a Teorema 2.17.1 je specijalan slu¢aj Teoreme 1 iz [22].

Sada ¢emo posmatrati konvergenciju nekih drugih iterativnih procedura
primenjenih na f : X +— X, gde je X Banachov prostor. Jedna od njih je i
Mannova [99] iterativna Sema definisana sa

20 €X, Tpt1=(1—an)xn+ anfa,, n>0, (2.146)

gde je 0 < o, < 1 za svako n.

Teorema 2.17.2 Neka je X Banachov prostor, K zatvoren konveksan pod-
skup v X, i f : K — K slabije kontraktivno preslikavanje. Tada, Mannova
iterativna Sema (2.146), za 0 < ap, < 1 1Y «a, = oo, konvergira ka jedin-
stvenoj fiksnoj tacki u preslikavanja f.
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Dokaz: Iz Teoreme 2.17.1, sledi preslikavanje f ima jedinstvenu fiksnu tacku
u € K. Iz (2.146) sledi

[#n41 — ul = [|(1 = an)@n + o fon — ull
< (1= an)llzn — ull + ol fon — ull
< (1= an)llen — ull + anfllzn — ull = ¥(llzn — ul])]
< lon — ul = an®(lzn — ul) < on —ul.  (2.147)
Prema tome, {||z, —ul|} je nenegativan, nerastuéi niz koji konvergira ka L > 0.
Pretpostavimo da je L > 0.

Neka je A\, = ||x —u|l, n =1,2,.... Tada je A\, > L. 1z (2.147) sledi za
svaki fiksirani prirodan broj N

io: an‘l}(L) < i an\I’<)\n) < io: (An - )\n—H) < An,
n=N n=N n=N

sto je u kontradikciji sa uslovom ) vy, = co. Prema tome, L = 0. O
Ishikawaina [77], [78] iterativna Sema definisana je sa

0 €X, zpt1=1—an)Tn+ anfyn
Yn = (1 = Bn)Tpn + Bnfn, n >0, (2.148)

gde je 0 < ap, Br < 1 za svako n.

Sledeéa teorema moze sa analogno dokazati kao i Teorema 2.17.2.

Teorema 2.17.3 Neka je X Banachov prostor, K zatvoren konveksan pod-
skup u X, i f: K — K slabije kontraktivno preslikavanje. Tada Ishikawaina
iterativna Sema (2.148), za 0 < ap, B < 1 1 > anfB, = oo, konvergira ka
jedinstvenoj fiksnoj tacki u € X preslikavanja f.

Sada definisimo Kirkovu [93] iterativnu Semu. Neka je X Banachov pros-
tor i f: X — X preslikavanje. Tada, za fiksirani prirodan broj k definisimo
preslikavanje S na sledeci nac¢in

k

k
S=> aif, gdejea; >0, i=1,2,... .k > ai=1, 101 #0. (2.149)
i=0 =0

Za xp € X, Kirkova iterativna Sema je definisana sa x,41 = S™x¢.
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Teorema 2.17.4 Neka je X Banachov prostor, i f : X — X slabije kontrak-
tivno preslikavange. Tada, za svako xoy € X, iterativna Sema {S"xo}, gde je
S funkcija definisana uslovom (2.149), konvergira ka jedinstvenoj fiksnoj tacki
u € X preslikavanja f.

Dokaz: Neka je u € X jedinstvena fiksna tacka preslikavanja f. Tada je u
fiksna tacka za S. Jedinstvenost fiksne tacke preslikavanja S pokaza¢emo tako
sto dokazemo da je .S slabije kontraktivno preslikavanje.

Dokazimo prvo da je za svako i, 1 < i < k, preslikavanje f* slabije
kontraktivno preslikavanje.

Dokaz ¢emo izvesti indukcijom. Tvrdenje je tacno za ¢ = 1. Pret-
postavimo da je ta¢no i za ¢ = j. Kako je f slabije kontraktivno preslikavanje,
tada je za svako x,y € X

15 — fHy) < I — fiy| = (| — fy]) < || Pz — fy]
<l =yl = w(lz — yl),

odnosno f7*1 je slabije kontraktivno preslikavanje.

Prema tome,

k k
Y ailfw - f’@” <> aillf'z - fiy]
=0

1=0

1Sz — Syl =

k
= aollz —yll + Y aill f'z = fyl|
i=1
k
< aollz =yl + D aille - yll = ¥(||lz — y])]
i=1
k
=llz =yl =Y a:¥(|lz -y,
i=1
i S je slabije kontraktivno preslikavanje sa ¢ = Ele a; V. Tteracije S™xq se

mogu definisati sa x,4+1 = Sz,. Prema tome, njihova konvergencija ka u sledi
iz Teoreme 2.17.1. O
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Teorema 2.17.5 Neka je X Banachov prostor i f : X — X slabije kontrak-
tivno preslikavange. Tada, Mannova iteracija za 0 < a < ay,, < 1, konvergira
ka jedinstvenoj fiksnoj tacki uw € X preslikavanja f. Pri tome je

n

s = ull < @ (@~ ul) ~ Y ).

k=0

gde je funkcija ® definisana sa
dt

‘I’(t) = m,

a &1 njena inverzna funkcija.
Dokaz: Konvergencija niza z, ka u, sledi iz Teoreme 2.17.2. Odredimo pro-

cenu greske. Iz (2.147), za A\, = ||z, — u|| imamo ,A\p+1 < A\, —an(Ay,). Tada
je

An g Ao — An
S W R

za neko Ap+1 < &, < A,. Kako je ¥ neopadajuca funkcija, sledi

)\n - >\n+1 > )\n - )\n—l—l > .

) = 2n) = N 2 0

Prema tome,
D(Ans1) S P(An) —an < ... < 2(No) = Y 0. O
k=0

Ukoliko u prethodnoj teoremi uzmemo «,, = 1, n =1, 2,..., dobijamo slede¢u
teoremu.

Teorema 2.17.6 Neka je X Banachov prostor, K zatvoren konveksan pod-
skup od X, i f: K — K slabije kontraktivno preslikavanje. Tada, iterativni
niz Tnr1 = fx, konvergira ka fiksnoj tacki uw € K preslikavanja f. Pri tome
je

o~ ul < 7 (@(er = ul)) = 0 - ).
gde je funkcija ® definisano pomocu integrala

d)(t):/\;l(i), (0) = 0,

a @71 je inverzna funkcija funkcije ®.
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Analogno dokazu Teoreme 2.17.5, moze se dokazati sledeéi rezultat.

Teorema 2.17.7 Neka je X Banachov prostor i f : X — X slabije kontrak-
tivno preslikavanje. Tada, Ishikawa iteracija za 0 < ap, Brn < 1, > apfy, = 00,
konvergira ka jedinstvenoj fiksnoj tacki u € X preslikavanja f. Pri tome je

n
Join = ull < @ (@0 = ul) ~ Y- s ),
k=0

gde je funkcija ® definisano sa

a &1 njena inverzna funkcija.

2.18 Berindeova slaba kontrakcija

Berinde [15] je 2004. godine uveo i izu¢avao preslikavanje koje je nazvao slaba
kontrakcija. U ovoj sekciji izlazemo pojedine rezultate iz pomenutog rada.

Definicija 2.18.1 Neka je (X, d) metricki prostor. Preslikavange f : X — X
je slaba kontrakcija ako postoji konstanta 6 € (0,1) i L > 0 tako da je

d(fz, fy) <o -d(z,y) + Ld(y, fx), z,y€ X. (2.150)

Napomena 2.18.1 Kako je metrika simetricna funkcija, uslov slabe kontrak-
tivnosti (2.150) moze se zapisati i u sledec¢em obliku

Teorema 2.18.1 Svako Kannanovo preslikavanje, tj. preslikavanje za koje
postoji b € (0, %) 1 zadovoljava kontraktivni uslov

d(fx, fy) < bld(z, fx) +d(y, fy)l, =,y € X, (2.152)

je slaba kontrakcija.
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Dokaz: 1z uslova (2.152), koris¢enjem nejednakost trougla dobijamo

d(fx, fy) < bld(x, fz) + d(y, fy)]
< b{ld(z,y) + d(y, fx)] + [d(y, fx) + d(fz, fy)]},

odakle je

Prema tome

b 2b
d(fxvfy)gli_bd(xvy)_}—li_bd(yaf‘r)a x,yGX,

tj., ispunjen je uslov (2.150) za 6 = b/(1 —b) i L =2b/(1 —b). Kako je uslov
(2.152) simetrican po x i y, to je ispunjen i uslov (2.151). O

Teorema 2.18.2 Svako preslikavanje f koje zadovoljava uslov Chatterjea, tj.,
postoji ¢ € (0,1) tako da je

d(fx, fy) < cld(z, fy) +d(y, fr)], xyeX, (2.153)

je slaba kontrakcija.

Dokaz: Iz
d(z, fy) < d(z,y) + d(y, fz) + d(fz, fy)
sledi
d(fz, fy) < —— - d(z,y) + % ~d(y, fz).

—1-—c

Prema tome, uslov (2.150) je ispunjen za 6 = ¢(1 —¢) < 1 (jer je ¢ < 1/2) i
L =2¢/(1—¢) > 0. Kako je uslov (2.153) simetrican po x i y, ispunjen je i
uslov (2.151). O

Neposredno, iz Teoreme 2.18.1 i Teoreme 2.18.2 sledi slede¢a posledica.

Posledica 2.18.1 Preslikavanje f koje zadovoljava uslov Zamfirescua je slaba
kontrakcija.

Teorema 2.18.3 Svaka kvazi-kontrakcija za 0 < h < % je slaba kontrakcija.
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Dokaz: Neka je f: X — X kvazi-kontrakcija, 0 < h < 1/2, tako da je
gde je

M('x: y) = max{d('x: y)v d(.ﬁlﬁ, fl'), d(ya fy)7 d(.ﬁlf, fy)v d(y7 fx)} (2'155)

Za proizvoljne tacke z,y € X razmotricemo pet slucajeva.

Napomenimo da zato §to je M(z,y) = M(y,x), u slucajevima 2 i 3
(slucajevima 4 i 5) dovoljno je pokazati da je ispunjen bar jedan od uslova
(2.150) i (2.151).

Slucéaj 1. M(z,y) = d(z,y). Tada su uslovi (2.150) i (2.151) zadovoljeni (za
§=hiL=0).
Slucaj 2. M(x,y) = d(z, fz). 1z (2.154) i nejednakosti trougla sledi

d(fz, fy) < hd(z, fx) < hld(z,y) + d(y, fz)],

i uslov (2.150) je ispunjen za § = h i L = h.
Kako je d(z, fz) < d(z, fy) + d(fy, fz), sledi

A(fr, fy) < 1o (e, fy) < Sd(a,y) + o - dla, ),

za svako 0 € (0,1). Prema tome, ispunjen je uslov (2.151).
Slucéaj 3. M(z,y) = d(x, fy). Tada su uslovi (2.150) i (2.151) ispunjeni, na
osnovu Slucaja 2, zbog simetrije M (z,y) po x i y.

Slucaj 4. M(z,y) = d(z, fy). Tada je oc¢igledno ispunjen uslov (2.151). Uslov
(2.150) je ispunjen za h < %, jer iz (2.154) i

d(z, fy) < d(z,y) + d(y, fx) + d(fz, fy),

sledi

A(fo f) < T2 d(ay) + - d(y, f).

Prema tome, uslov (2.150) je ispunjen za 6 = h/(1—h) < 1 (h < 1/2), i
L=h/(1-h)>0.
Slucaj 5. M(x,y) = d(y, fx) se svodi na Slucaj 4. O
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Teorema 2.18.4 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i f : X — X
slaba kontrakcija, tj. preslikavange koje zadovoljava uslov (2.150) za § € (0,1)
1 neko L > 0. Tada je

1) Fr={zxecX: f(x)=a}#0.
2)  Za svako xo € X, niz Picardovih iteracija {x,}22 o definisan sa
Tpa1 = faxn, n=0,1,2,... (2.156)
konvergira ka nekoj tacki u € Fy.

3)  Tacne su sledeée nejednakosti

d(zp,u) < 0

~d(xg,21), n=0,1,2,... (2.157)

1-9¢
d(xp,u) < 1;15 cd(xp—1,2,), n=1,2 ... (2.158)

gde je § konstanta iz (2.150).

Dokaz: Pokaza¢emo da f ima bar jednu fiksnu tacku u X. Neka je o € X
proizvoljna tacka i {x, }7°, niz Picardovih iteracija definisan sa (2.156).

Neka je x = zy,—1, y = z,,. Tada iz (2.150) dobijamo
d(fl'n,h fxn) <d- d(xnflﬂ fEn),

odakle sledi
d(xp, Tpt1) < 0 - d(Tp—1,Tn). (2.159)

Indukcijom, iz (2.159) dobijamo
d(xp, Tpt1) < 0" d(xo,21), n=0,1,2,...,
te je
(T, Tpgp) < (145 + ...+ 5P Hd(wo, 71)

577,
=751 =8) d(zo,21), n,peN, p#0. (2.160)

Kako je 0 < 0 < 1, iz (2.160) sledi niz {x,,}5°, je Cauchyev, te je i konvergen-
tan. Neka je

uw= lim x,. (2.161)

n—oo
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Tada je
d(u, fu) < d(u, Tpt1) + d(@ni1, fu) = d(@pt1,w) + d(fon, fu).
Iz (2.150) imamo
d(fan, fu) < dd(xn,u) + Ld(u, fx,),
a sada za svako n > 0 sledi
d(u, fu) < (1+ L)d(u,xpt1) + 6 - d(zp, uw). (2.162)
Kad n — o0, iz (2.162) dobijamo
d(u, fu) =0,

tj., u je fiksna tacka preslikavanja f.
Iz (2.160), kada p — oo, dobijamo (2.157).
Da dokazemo (2.158), primetimo da iz (2.159) induktivno dobijamo

d(l'n-l—ka :En+k+1) < 5k+1 . d({En,]_,,In), ]C,TL € N,

i analogno, kao u dokazu (2.160), imamo

5(1 — o)

s ~d(zp-1,2n), mn,p€N. (2.163)

Cl((l?n, xn-i—p) <

Kada n — o0, iz (2.163) sledi (2.158). O

Napomena 2.18.2

1) Teorema 2.18.4 je znacajno uopstenje Teoreme Banacha, Teoreme Zam-
firescua i mnogih slicnih rezultata.

2) Treba primetiti da i ako ove dve teoreme pomenute u 1) zapravo povlace
jedinstvenost fiksne tacke, slabe kontrakcije u opstem slucaju me moraju da
imaju jedinstvenu fiksnu tacku, kao $to se moze videti iz Primera 2.18.1.

3) Slabe kontrakcije imaju neke vazine osobine od kojih izdvajamo sledece:

a) Za klasu slabih kontrakcija postoji metod konstrukcije fiksnih tacaka,
naime Picardova iteraciona procedura.
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b) Za ovaj metod aproksimacije fiksnih tacaka postoje ocene greske. Ova
¢injenica je veoma vazna sa prakticne tacke gledista, jer je ma osnovu
njih moguée odrediti kriterijum za zaustavljanje iterativne procedure.

¢) Uslov (2.150) se lako proverava u konkretnim primerima.

4) Fiksna tacka u € X koja se dobija Picardovom iteracijm zavisi od pocetne
vrednosti xqg € X. Zato klasa slabih kontrakcija predstavlja jednu prilicno
Siroku klasu slabijih Picardovih operatora; preeslikavanje f : X — X je slabiji
Picardov operator ako za svako xg € X niz {f"xo} konvergira ka nekoj fiksnoj
tacki preslikavanja f (videti [128], [129], [131]).

5) Iz uslova (2.150) sledi Banachov orbitalni uslov
d(fz, f?z) < ad(z, fz), za svakoz € X,

prouc¢avan od strane mnogobrojnih autora u kontekstu egzistencije fiksnih tacaka

preslikavangja (videti [20], [68], [127], [130], [1531]).

Teorema 2.18.5 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor, f : X — X
slaba kontrakcija, n € (0,1) ¢ L1 > 0 tako da je

d(fz. fy) <n-die,y) + L -de, f2), syeX. (2164
Tada
1) f ima jedinstvenu fiksnu tacku, tj. Fy = {u}.

2)  Picardove iteracije {xy}22, dobijene iz (2.156) konvergiraju ka u, za
svako ro € X.

3)  Pri tome je

n

(o9

d(xn,u) <

~d(zg,x1), n=0,1,2,...

—
|

J

N

d(xp,u) < cd(xp—1,mn), n=123,...

—_
|
(&%)

4)  Stepen konvergencije Picardovih iteracija dat je sa

d(xp,u) <n-d(xp—1,u), n=1,2,... (2.165)
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Dokaz: Pretpostavimo da f ima dve fiksne tacke u,v € X. Tada, iz (2.164)
imamo d(u,v) < n-d(u,v), odnosno u = v.

Iz (2.164) uzimajuéi y = x,, y = u dobijamo (2.165). Ostatak dokaza je
analogan dokazu prethodne teoreme. O

Napomena 2.18.3

1) Primetimo da, zato Sto je metrika simetricna funkcija, uslov (2.164) je
ispunjen za svako x,y € X ako i samo ako je ispunjen uslov

d(fz, fy) < nd(z,y) + Lid(y, fy), =xyeX. (2.166)

2) Moze se dokazati da ukoliko preslikavanje zadovoljava neki od uslova
Banacha, Kannana, Chatterjea ili Zamfirescua, onda ono mora da zado-
voljava 1 uslove (2.164) i (2.166). Prema tome, imajuéi u vidu Primer
2.18.1, Teorema 2.18.5 (kao i Teorema 2.18.4) je prava generalizacija
teoreme Zamfirescua.

Sta vise, svaka kvazi-kontrakcija kod koje je 0 < h < 1/2 zadovoljava i
uslove (2.164) i (2.166). Na taj nacin vidimo da Teorema 2.18.5 obje-
dinjuje 1 uopStava teoreme Banacha, Kannana, Chatterjea i Zamfirescua,
a delimiéno i Ciricevu teoremu o kvazi-kontrakciji.

Naveséemo nekoliko primera u svrhu ilustracije prethodnih razmatranja.

Primer 2.18.1 Neka je f :[0,1] — [0, 1] identicéno preslikavange, tj. fr = x,
za svako x € [0,1]. Tada

1) f ne zadovoljava Ciricev kvazi-kontraktivni uslov, jer je M(x,y) = |x—y|
1

|l —y| > h-|lz—y|, za svako x #y i0 < h < 1.

2) f zadovoljava uslov (2.150) za 6 € (0,1) ¢ L > 1 — 0. Zaista, uslovi
(2.150) i (2.151) slede iz

|z =yl < |z —y[+ L-|y -z,
Sto je ispunjeno za svako x,y € [0,1] ako uzmemo 6 € (0,1) i L > 1—4.

3) Skup svih fiksnih tacaka preslikavanja f je segment [0,1], tj. Fy = [0,1].
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Sledeéi primer pokazuje da kvazi-kontrakcija u opstem sluc¢aju ne zado-
voljava uslov (2.164).

Primer 2.18.2 Neka je preslikavangje f : [0,1] — [0,1] dato sa

2
sy ={ 3 ey

Tada

1) f zadovoljava Ciricev kvazi-kontraktivni uslov za h € [%, 1);
2)  f zadovoljava uslov (2.150) za § > % iL>9;
3)  f ima jedinstvenu fiksnu tacku u = %;

4)  f ne zadovoljava uslov (2.164).

Primer 2.18.3 Neka je preslikavanje f : [0,1] — [0,1] dato sa

1 X
sy ={ 3 ey

Tada

1) f ne zadovoljava ni Ciriéev ni Zamfirescuov uslov;
2)  f ima dve fiksne tacke, tj. Fy = {3,1};

3)  f me zadovoljava uslov (2.150).

Ako je x,y € [0,1) ili x =y = 1, uslov (2.150) je ocigledno ispunjen.
Ako jex €[0,1) 1 y =1, uslov (2.150) se svodi na

1

DO |

sto je tacno za svako 6 € (0,1), ako je L > 1.
Akojex=11iye|0,1

~—

, uslov (2.150) je ispunjen ako i samo ako je

<o l—y[+L-[1—yl,

| =
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$to je ekvivalentno sa (6 + L)(1 —y) > 1. Ovo nije tacno, zato sto je L
konstanta, a 1 —y — 0, kada y — 1, (y < 1). Primetimo da uprkos
¢injenici da f ne zadovoljava uslov (2.150), svaka granicéna vrednost
Picardove iteracije je fiksna tacka za f, bez obzira $to f me zadovoljava

uslov (2.164).



Glava 3

Preslikavanja lokalno
kontraktivnog tipa

U ovoj glavi izlazemo rezultate iz radova Sehgala [134], Gusemana [59], kao
i uopstenja njihovih rezultata koje je dao Ciri¢ [37, 38], a koji se odnose na
kontraktivna preslikavanja lokalnog tipa u tacki. Pored toga, u vezi sa prethod-
nim, izlozeni su pojedini rezultzti Ray i Rhoadesa [116] i Matkowskia [100].

3.1 Teorema Sehgala

Teorema 3.1.1 (Sehgal [134]). Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i
f X = X neprekidno preslikavanje koje zadovoljava uslov: postoji ¢, 0 <
q < 1 tako da za svako x € X, postoji n(x) € N tako da je za svako y € X

d(fr@y, fr@z) < qd(y, z). (3.1)

Tada f ima jedinstvenu fiksnu tacku u i f™(xg) — u za svako xg € X.

Pre nego sto dokazemo ovu teoremu, koja predstavlja glavni rezultat Se-
hgala, pokazimo lemu koja se koristi u dokazu teoreme.

Lema 3.1.1 Neka je f: X — X preslikavanje koje zadovoljava uslov prethodne
teoreme. Tada je za svako x € X,

r(z) =supd(f"z,z) < oo.

119
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Dokaz: Neka je z € X i neka je
I(x) = max{d(z, ffz), k =1,2,... ,n(x)}.

Za svako n € N postoji ceo broj s > 0 tako da je s-n(z) <n < (s+1)-n(z), i

d(z, f'z) < d(x, f"Dz) +d(f" e, fo)
= d(z, D) + d(fr@) g, fr@) . prenl@) gy
< U(x) + qd(z, [ x)
< qd(z, f"Vz) + qd(f" Dz, 0O ) 1 (2)
< ql(x) + ¢d(x, f"Pz) + 1(x)
< <@, ) (@) + L+ glx) + ()
< @lx)+ ¢ () + ..+ ql(z) + 1(x)
_ )

l—gq
Prema tome, 7(z) < Il(z)(1 —q)~!. O

Dokaz teoreme: Neka je o € X. Definisimo niz m; € N i niz z; € X,
tako da je mo = n(xg), x1 = f™xp, i induktivno m; = n(x;), zip1 = fM™ix;.
Dokazimo da je niz (z,) konvergentan. Ocigledno je

d($na $n+1) = d(fmn71$n717 fmnl‘n) = d(fmn71$nfla fmn71 : fmnxnfl)

< qd(zp—1, [Mxn_1) < ... < q"d(zo, [T x0)

Prema tome, iz prethodne leme, sledi d(x,, z, 1) < ¢"r(xo). Sada, za m > n
imamo

m—1 m—1
A, ) < Y (@i wigr) <Y q'r(ao)
i=n =n
m—n—1 n
_ i+n _ q
= " "r(xg) = 1 -1(z9) = 0, n — o0.
° —q
=0

Sledi niz (z,,) je Cauchyev.

Neka z, — u € X. Ako je f(u) # u, onda postoji par disjunktnih
zatvorenih okolina U i V tako dauw € U, f(u) € V i

p=inf{d(x,y): €U, yeV}>D0. (3.2)
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Kako je f neprekidno preslikavanje, postoji k(f,u) € N, tako da je x,, € U i
f(zpn) € V za svako n > k(f,u). Medutim,

d(xn, frn) = d(f™"wpo1, 70 frp)
< qd(ﬂfn—h fxn—l) <...< qnd(‘r07 f$0) - 07 n — o0,

sto je u kontradikciji sa (3.2). Prema tome, f(u) = u. Jedinstvenost fiksne
tacke sledi direktno iz (3.1). Dokazimo da je lim,, f™(xg) = u. Neka je

pr = max{d(u, f"zg): m=0,1,2,...,(n(u) —1)}.
Za dovoljno veliko n, imamo n =7 -n(u) +p, 0<p<n(u), r>0,1i

d(u, fMwo) = d(f W, frr+re,)
< qd(u, fOVMOIPL0) < < g d(u, fPao) < ¢ ps

Kako iz n — oo sledi r — oo, vidimo da d(u, f"xp) — 0 kada n — oo. O

Seghal [134] je dao sledeéi primer funkcije koja zadovoljava uslov (3.1), a
svaka iteracija te funkcije nije kontrakcija.

Primer 3.1.1 Neka je X zatvoren jedinicéni interval [0,1] sa wobicajenom
metrikom. Tada se X moZe napisati u sledecem obliku

X zg [21”27}_1] U {o}.

Neka je preslikavanje f: X — X definisano sa:

za svakon =1,2,..., neka
N 11
Folamaa] 7 |
1
+2 1 1 3n+5 1
R —mr)t TE mwﬁ}
= 1 1 3n+5
f(z) ST , X € 271,2”-‘-?(”_,_2)}7
0 , ©=0.

Funkcija f je nerastuéa, neprekidna na [0,1] i 0 je jedinstvena fiksna tacka
funkcije f. Osim toga, funkcija f nije kontrakcija.
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Ako je x € [o, sr) 1y € X, onda ispitivanjem slucajeva y € [, Qm—l,l]

zam>nim <n, moZe se dokazati

3
|fz — fyl < %'\x—y\ za svako y € X.
Ako w (3.1) uzmemo q = 1/2, tada se za svako & € g7, 31|, moZe uzeti
n(x) =n+3, a za n(0) moze se uzeti bilo koji prirodan broj veéi od jedan.

Neka je sada 0 < qg <1 i N € N; pokazaéemo da postoje x iy tako da je
|fNo — fNy| > gz —y|. Tzaberimo n € N, tako da je n > INT‘ZI —2. Kako je f*
ravnomerno neprekidno preslikavange na [0,1] zai=1,2,..., N, postoji 6 > 0

tako da
n+N+3

(n+ N +2)2n TN+l

zai=1,2,...,N. Ako uzmemo v = 71, a y € [2%,2,%1] tako da je 0 <

|x —y| < 9, tada se moze pokazati da
3(n+1i)+5 1
2n+i+1(n + i+ 2)’ on+i—1 1"’

lz—y| <d=|fla—fly <

fiz), fily) € i=1,2,....N.

Prema tome,

n -+ 2
o g2 _MH2Z
|fox fy!—n+4 lz —yl,
N N n-+ 2
_ = = |-yl > —yl. O
I[N — [Nyl TEaLI N lz —y| > qlz -yl

3.2 Rezultati Gusemana

U ovoj sekciji predstaviéemo rezultate L. Gusemana [59] koji su generalizacija
rezultata Sehgala [134], a odnose se na preslikavanja koja nisu neprekidna.

Lema 3.2.1 Neka je (X, d) metricki prostor, f : X — X, B C X i f(B) C B.
Pretpostavimo da postoji u € B in(u) € N tako da je gy =g g
d(f "W, Py < qd(z,u), (3.3)

za neko q, 0 < q < 1, i svako x € B. Tada je u jedinstvena fiksna tacka
preslikavanja f u B i lim, f"yg = u za svako yg € B.
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Dokaz: 1z (3.3), sledi da je u jedinstvena fiksna tacka preslikavanja ) gy
B. Tada iz f(u) = ff"Wy = 2 fy sledi f(u) = u. Dakle, u je ujedno i
jedinstvena fiksna tacka preslikavanja f iz B. Neka je yg € B. Primetimo da
iz f(B) C Bsledi {f"(yo): n > 1} C B. Neka je

ayo) = max {d(f"yo,u): 1 <m < n(u) —1}.

Zan > n(u), neka su r i s celi brojevi tako dajen =r-n(u)+s, r>0, 0<
s < n(u). Tada je

d(f"yo, u) _ d(fr~n(u)+sy0’ fn(u)u) <

<...< qrd(fsy()vu) < qra y0)7

odnosno, f™(yo) = u, n — oco. O

Teorema 3.2.1 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i f : X — X.
Pretpostavimo da postoji B C X tako da je

(a) f(B) C B,

(b) za neko q, 0 < q < 1 i svako y € B postoji n(y) € N tako da je
d(f"Wa, frWy) < qd(x,y) za svako x € B i

(¢) za nekoxg € B, cl{f"xo:n > 1} C B (ovde je sa cl oznaceno zatvorenje
skupa).

Tada postoji jedinstvena tacka v € B tako da je f(u) =u i f"yo — u za
svako yo € B. Osim toga, ako je d(f™ Wz, f"Wu) < qd(z,u) za svako z € X,
tada je tacka u jedinstvena u X i f"xg — u za svako xg € X.

Dokaz: Neka je y € B. Moze se pokazati da je r(y) = sup,, d(f"y,y) < oo.
Za o € B iz uslova (c), neka je mg = n(xo), ©1 = f™(xo), i induktivno
(zbog uslova (a) i (b)) definisimo nizove m; = n(x;), x;41 = f™(z;). Tacne
su sledeée nejednakosti:

d(wiv1, ;) < ¢t d(f™imo, x0) < ¢* - r(x0), > 1,

d(zj, ) < S} d(wig, o) < 1 - r(xo), J > i
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Sledi (x;) je Cauchyev niz. Koristeéi kompletnost prostora X i uslov (c), sledi
z; — u € B. Prema tome, postoji n(u) € N tako da je d(f"Wy, fr%u) <
qd(y,u) za svako y € B. Sledi, f"Wz; — f*®y. Tada je

(™ u,u) = limd( i, ;).
Medutim,

d(f" Wy, ;) = d(fmi-r - frWa g, frlr )
<qd(f" W q,m ) <.
< @ d(f" Wy, 20) = 0, i — oco.

Zato je f™“(u) = u. Na osnovu Leme 3.2.1, u je jedinstvena fiksna tacka
preslikavanja f iz B i f"(yo) — w za svako yp € B. O

Napomena 3.2.1 Primetimo da iz x, — u sledi f" Wz, — "Wy 2q svako f
koje zadovoljava uslov (3.3). Prema tome, dokaz sledeée teoreme sledi direktno
1z Leme 3.2.1.

Teorema 3.2.2 Neka je (X, d) metricki prostor, f: X — X, u,yo € X, i
f"(yo) — u. Ako f zadovoljava uslov (3.3) za svako x € X, tada f ima
jedinstvenu fiksnu tacku u € X i f"xg — u za svako xg € X.

Sledeéi primeri pokazuju da je Teorema 3.2.1 uopstenje Teoreme 3.1.1.
Svi skupovi imaju uobicajenu metriku.

Primer 3.2.1 Definisimo f :[0,1] — [0, 1] sa

%, ako je x iracionalan broj,
flx) = - ‘ ‘ ‘
1—2x, ako je x racionalan broj.

Tada je f(%) = % Zaq,0<q<1, neka je B = {%}UA, gde je A proizvoljan
podskup iracionalnih brojeva iz [0,1]. Jednostavno se pokazuje da B ne moze
sadrzati bilo koji racionalni broj x # %

Primer 3.2.2 Definisimo f :[0,1] — [0, 1] sa

)=

Tada je svaki racionalan broj x fiksna tacka preslikavanja f. Za q, 0 < q < 1,
neka je B = {x}, gde je x racionalan broj iz [0, 1].

11—z, ako jex iracionalan broj,
x, ako je x racionalan broj.
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Primer 3.2.3 Neka je B = {0} U {x : x je iracionalan broj iz [0,1)}, i
definisimo f:1]0,1) — [0,1) sa

0, T € B,
f(:c):{2%7 €222\ B, n=1,2,.

Tada je 0 fiksna tacka preslikanja f na [0,1). Za svako xg € [0,1), fPzy —
0, n—>001

(0, £0) < (o, 0).

Pokazacéemo da postoji xo€ [0,1) tako da za svako m > 1 postoji xp,m€ [0,1)
tako da je

d(f"xpm, fMxo) = d(Tm, x0).
Neka je g = % i neka je a(m) = 2™, m > 1. Mogu se dokazati sledeie
cinjenice:

(i) f™(3) =27,
(ii) f(d) = [f"%%)f = [r).
(iii) f™(x) =4 [f™(3)] % ako je 272 <z <27
Neka je ypm = (240" +2)~1 za svako m. Iz (i)-(iii) sledi
d(f™(5), ™5~ ym)) = (5,5 = Ym), M >0.

Prema tome, funkcija f nema ni jednu kontraktivnu iteraciju.

3.3 Rezultati Cirié¢a

U ovoj sekciji izlazemo rezultate Ciriéa ([37],[38]) u kojima se nastavlja is-
trazivanje iz radova Sehgala [134] i Gussemana [59].

Neka je (X, d) metricki prostor. Ciri¢ je izucavao preslikavanja koja ne
moraju biti neprekidna i koja zadovoljavaju uslov: postoji ¢, 0 < ¢ < 1 tako
da za svako x € X postoji n(x) € N tako da je za svako y € X

d(f" Pz, f@)y) < gmax {d(x, y),d(y, " z), d(z, f1y),
Sl ")+ dly L G
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Takode, izucavao je i preslikavanja koja zadovoljavaju uslov: postoji ¢, 0 <
q < 1 tako da za svako x € X postoji n(x) € N tako da je za svako y € X

A"z, f7@y) < gmax {d(:c, ). 31l ) + da, 7Oy,

e ")+ d L) (65)

Preslikavanje f: X — X je orbitalno neprekidno ako iz v = lim; f™ixzq sledi
fu = lim; f f™xy. Prostor X je f—orbitalno kompletan ako svaki Cauchyev
niz oblika { ™z :i € N} konvergira u X.

Sledeéa teorema je uopsStenje Teoreme 3.2.2.

Teorema 3.3.1 (Ciri¢ ([37]) Neka je (X,d) metricki prostor, f: X — X,
i f"(yo) — u, u,yo € X. Ako f zadovoljava uslov (3.4) u tacki u, tj. ako
postoji n(u) €N, iq, 0 < q <1 tako da je

A"z £ < g {de. ) d(u, V), do, ),
e ")+t 0l (30

za svako x € X, tada f ima jedinstvenu fiksnu tacku u € X i lim, f"xr = u za
svako x € X.

Dokaz: Iz lim, f"zo = u sledi lim, f*™ fraq = lim, f"W*+"25 = u. Kako f
zadovoljava uslov (3.6) imamo

d(u, f") + d( ", [P )+ d( [, )
d(u, f"x) +d(f"z, f”(“)+”x) +q-a(ffz,u),

d(u, f"(”)u) <
<
gde je

a(f";p,u) = max {d(f"x,u), d(fnx’ fn(u)u)’ d(,u,fn(u)-i-nw)’

30", 7))
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Prema tome,
d(u, f"(“)u) < d(u, f'z) +d(f"x, f”(“)+"x) +q-d(f"x,u)
ako je a(f"x,u) = d(f"x,u), ili

d(u,fn(u)u) < 21(](2(1(“’]&%27) + (2 + q)d(fnm7fn(u)+nl,))

[d(fz, fr @+ ) + d(u, fru)], ili

D=

ako je a(f"x,u) =

d(u, f*"u) < 1iq(d<u, @)+ d(f, 1) + g - d( )

ako je a(fz,u) = d(f"z, fPWu), ili
d(u, fn(u)u) < d(u,f"ac) + d(fnl',fn(u)+n$) +q- d(u, fn(u)—i-nx)

ako je a(f"x,u) = d(u, frW+rg).

Iz lim, f"z = u, sledi d(u, f*™u) = 0, tj. f*Wu = u. Iz (3.6) sledi
je jedinstvena fiksna tacka preslikavanja f™* u X. Sada iz fu = ff"Wy =
7 fysledi fu = u. O€igledno je u jedinstvena fiksna tacka preslikavanja f.

Dokazimo da je lim, f™y = u za svako y € X. Neka je

b(y) = max{d(y, f*y) : k=1,2,...,n(u)}.

Ako je n € N, tada postoje celi brojeviris, r>0i0<s <n(u)—1 tako
da je n = rn(u) + s. Prema tome,

d(u, f*y) = d(u, frn(u)+sy) _ d(fn(u)u,fn(u)f(r_l)n(u)"'sy)

< ¢ max {d<u, flrmbntwtsy), %ﬂf“‘””(“)*w, ),
d(u, ), d(f“”—””(“)w,u)}.

Prema tome,
d(u, frn(u)—l—sy) < qd(u’f(r—l)n(u)—}—sy)7
ili

dfu, £ y) < S, fOTVO ) < gdu, fUDN )
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Sledi
A, [00F5y) < gd(u, 0Dy

Kada se ova nejednakost primeni r puta, dobijamo
d(u, " y) < g"d(u, fy) < ¢ b(y).

Kako iz n — oo sledi r — oo, imamo lim, d(u, f"y) =0. O

Lema 3.3.1 (Ciri¢ ([37]) Neka je (X, d) metricki prostor, f: X — X i zado-
voljava uslov (3.4). Tada je za svako x € X, r(x) = sup,, d(z, f"zr) < o0

Dokaz: Neka je x € X i
I(z) = max{d(f*z,z): k=1,2,...,n(x)}.

Za dato n € N, neka su p i s celi brojevi, p > 010 < s <n(z)—1 tako da je
n = pn(z) + s. Sada, iz

d(x, 71 or) <
< d(z, ["Pz) + gc,

gde je
¢ = c(x, fP7IM@) ) = max {d(:p, FEIn@ sy d(a, ),
SO ), i, 1) 4 (g, frg >]}
sledi
(i) d(z, frr@tse) < d(e, M0 z) + gd(e, fEIE )

ako je ¢ = d(z, D@ s g) il

(11) d(l‘, fpn(x)-i—s ) < 27(1 ($,f$) + 2% . d(ZE, f(p—l)n(x)—i—sl,)

ako je ¢ = 1 - [d(z, fM @) + d(fP-Un@+sy fra)), ili
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(iif) d(z, frr@tsr) < o d(z, frOz)

ako je ¢ = d(x, fMx), ili
(iv) d(z, frrter) < (1+ q)d(z, frOz) + qd(w, fr-In@ )
ako je ¢ = d(fP—Dn(@) sy n(@)y),

Kako je

72_q71_q

max {Q> QLv 0} =q,
—q

u svakom od slu¢ajeva (i), (ii), (iii), (iv) imamo

2 1 1
Inax{l ta ,(1“‘(])}:7
q

d(a, f"*02) < - d(w, f1O2) + qd(w, ST ),

Koristeci ovu nejednakost r puta dobijamo

d(z, frr@+sg) < . d(z, ") + qL cd(z, P Pr) L+

“l—gq l—¢q
+ qp‘lliq cd(z, P Pz) + ¢"d(x, f1)x)
1 1
< P — .
<(l+g+...+q )l—q b(:v)+q1_q b(z)

Kako je n = pn(x) + s proizvoljno, dokazali smo da je

2
d(z, f"z) < (11) max{d(z, fFz): k=1,2,...n(z)}. O

Sada mozemo dokazati sledeéi rezultat.
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Teorema 3.3.2 (Ciri¢ ([37]) Neka je f: X — X, a (X,d) f—orbitalno kom-
pletan metricki prostor. Pretpostavimo da postoji xo € X, 0(xzg) = cl{f"xg :
n € N} tako da za q, 0 < g < 1 i svako x € 0(x) postoji n(z) € N tako da f
zadovoljava uslov (3.5) za svako y € 0(xg). Tada je lim,, f"xo = u i fu = u.
Osim toga, ako [ zadovoljava uslov (3.6), tada je u € X jedinstvena fiksna
tacka preslikavanja f i lim, f"x = u za svako x € X.

Dokaz: Ako f zadovoljava uslov (3.5), tada f zadovoljava i uslov (3.4) na
0(xp). Prema tome, r(xg) = sup,, d(zo, f"xp) < co. Posmatrajmo niz

20, o1 = [P0 g0, zg = fPOgy L miy = Mgy,
Za s € N, imamo
(@, foag) = d(f" iy, 1) foa )
< gmax {d(xz‘—b fPxicq), é[d(fvi—la e )+ d(fPri, )],

é[d(xl;l, fPai) + d(fmi, ﬂfz‘)]}-

Zato je
d(zi, fPx;) < qd(wi—1, fPri1),
ili
d(l'i, fsxl)
< qmax{d(z;_1, " Va;1), d(zi1, o), dzio, @ )],
ili
d(a:i, fsm'z) S qmax{d(xi_l, fscci), d(a:i_l, f‘sxi_l), d(a:i_l, fn(xifl)xi_l)}.
Prema tome,
d(l'i, fsxl)
< qmax{d(zi_1, fi_1), d(zi—1, fPE Vi), d(zig, fE 2 )

Koriste¢i ovu nejednakost vise puta, dobija se

d(z;, fPx;) < q max{d(fi% Fowisg), d(zi_g, fr@=2)g; 5),

d(zi_g, f@=2) g o) d(zi_g, fMEVz; o),
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(g, [ T2y ),
d($i_2,fs+n(:ci71)$i—2), d(xi_Q, f5+n($il)+n(1’i2)xi_2>}
< ... < ¢'r(zo).

Sledi fxq je Cauchyev niz. Kako je X f—orbitalno kompletan prostor, postoji
u € 0(xp) tako da je u = lim,, f"zo. Kako iz uslova (3.5) sledi (3.4), na osnovu
Teoreme 3.3.1 sledi fu = wu. Poslednje tvrdenje teoreme sledi direktno iz
Teoreme 3.1.1. O

Teorema 3.3.3 (Ciri¢ [38]) Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i f:
X — X. Ako za 0 < a < 1, za svako x € X postoji n = n(x) € N, tako da je

d(f, fy) < amax{dm,y), d(, fy), d(z, ).

A, fy).....d(, f"y>,d<x,f%>} (3.7)

za svako y € X, tada f ima jedinstvenu fiksnu tacku uw € X . Sta vise, za svako
r € X, limy, 0o [Nz = u.

Dokaz: Dokazimo da je za svako € X, orbita { f™xz}>°_, ograni¢en podskup
u X, tj., da je za svako z € X

r(z) = S@uﬁ){d(m, flx)} < T 0<r§1§a;<(x) d(x, f°z). (3.8)

Neka je m € Nik = k(xz,m) € N, tako da je
d(z, f¥z) = max{d(z, ffz): 0 < r < m}. (3.9)

Mozemo pretpostaviti da je m > n = n(x) i k > n = n(x). Prema tome, iz
nejednakosti trougla i (3.7) imamo

d(x, f*a) < d(z, f"e) +d(f "z, [ ")
<d(z, f"z)+ amax{d(x, ey, d(a, fEr e, L

d(z, fkz), d(z, f”m)}

<d(z, f"x) + maz{d(z, ffz): 0 <r < m}.
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Koristedi (3.9), imamo

d(z, fFz) < d(z, f"x) + ad(z, fFz),

odnosno iz, o)
dlz. fEp) < 88T 1)
(«’E,f fl:) — 1 —
Sledi J .
max{d(x, ffz): 0 <r<m} < (f’fx),
-«
odnosno,
d(x, f"x
sup{d(z, f"z)} < (1f)
m>n —

Nejednakost (3.8) sada sledi direktno.

Sada, neka je xg = z € X, ng = n(zp), 1 = "z — 0 i induktivno
definisimo nizove

ng = n(xg), i1 = frap, kE=1,2,....

Ocigledno, {x1} je podniz orbite { f™xzo}2°_. Koristedi ovaj podniz pokazace-
mo da je {f"xo}o_, Cauchyev niz.

Neka je xj, proizvoljan clan niza {x}}7°,, a x, = fPxo i xy = flxo dva
¢lana orbite {f™xzo}oo_, koja su u nizu posle zj. Prema tome, z, = f "z i
zq = f°xy za neko r, s € N. Na osnovu uslova (3.7) sledi

d(zy, xp) = d(zk, ffag) = d(f" ooy, [ o) < ad(xg—1, [ ar-1),

gde je
d(xp—1, fPap—1) = maX{d(ﬂfk—b fran_1), dl@p_1, [ 1), ...,
dzpr, ), dlzpor, f"’”xkl).}

Analogno,
d(wp—1, [ or—1) < ad(zp—2, [Prp-2),

gde je

d(wp—2, frr_2) = max{d(zr_2, [PTr_2),.. . d(Tp_2, [ 2T1_2)}.
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Kada se ovaj postupak ponovi k-puta imamo

d(x, zp) < ad(xp—1, [ Tp—1)
< &?d(wp_g, frR_g) < ... < aFd(zo, [xg).

Prema tome, d(xy,z,) < ofr(z), odnosno,
d(zy, 24) = d(zy, fizr) < oFr(z).

Sledi
d(xp, tq) < d(zp, 2p) + d(T,74) < AF - 21 (1), (3.10)

i {f"xo}oo_, je Cauchyev niz. Zato postoji u € X tako da je u = lim,, f™xo.
Pokazad¢emo da je f""y = u. Za m > n = n(u), sada imamo

d(f"u, f" M) < amax{d(u, o), d(u, fo" g, ...,
du P 20), d(u ) .
Kad m — oo, sledi
d(f"u,u) < ad(u, fMu),

te je u fiksna tacka preslikavanja f™("). Dokazimo da je u fiksna tacka pres-
likavanja f. Neka je fu # wu i

d(u, ffu) = max{d(u, f'u): 0 <r <n=n(u)} > 0.
Tada imamo

d(u, f*u) = d(f™u, f*fu) = d(f"u, f* fFu)
< ad(u, f*u),

Sto je kontradikcija. Sledi u je fiksna tacka preslikavanja f. Jedinstvenost

fiksne tacke sledi direktno iz (3.7). O

Ova teorema je uopstenje Teoreme 3.1.1. Ako pretpostavimo da je f
neprekidno preslikavanje, tada inamo
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Teorema 3.3.4 (Ciri¢ [38]). Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i
f: X — X neprekidno preslikavanje koje zadovoljava sledeci uslov: za svako
x € X postojin =n(zx) € N tako da za svako y € X,

d(f"z, f'y) < amax{d(z,y), d(z, fy), d(z, f*y),..., dz, f*y),
d(z, fz), d(z, f2z),... d(z, f"z)}, (3.11)

gde je 0 < o < 1. Tada f ima jedinstvenu fiksnu tacku u € X. Sta vie, za
svako x € X, limy_y0o [Pz = u.

Dokaz: Neka je x proizvoljna tacka iz X. Tada, kao u dokazu Teoreme 3.3.3,
orbita {f™x},—0 je ograni¢en podskup u X, a kao niz je Cauchyev niz. Zato
postoji u € X tako da je lim,, f™z = u. Kako je f™®) neprekidna funkcuija,
sledi
)y, = f”(“)( lim f™z) = lim (g — g,
m—0o0 m—r00

Prema tome, u je fiksna tacka preslikavanja f(*), a kao u dokazu Teoreme
3.3.3, sledi da je u jedinstvena fiksna tacka preslikavanja f. O

Napomena 3.3.1 Uslov da je f neprekidna funkcijo uw Teoremi 3.3.4 moZe
se oslabiti uslovom da je ™) neprekidna funkcijo uw x € X.

Sledeéi primer pokazuje da je uslov neprekidnosti funkeije f*) u tacki u
neophodan u Teoremi 3.3.4.

Primer 3.3.1 Neka je X = [0, 1] sa uobic¢ajenom metrikom. Definisimo pres-
likavange f : X — X tako da je

1, =0,
f(“””):{ T

Primetimo da je
A%, fy) < 5 - max{d(z, fy), d(z, fr),

za svako x,y € X. Prema tome, funkcija f zadovoljava uslov (3.11) za o = %
Medutim, f nema fiksnu tacku na X, i f™ nije neprekidna funkcija u 0 za
svako n € N.
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3.4 Teorema Ray i Rhoadesa

U ovoj sekciji izlazemo rezultate Ray i Rhoadesa [116] koji se odnose na par
preslikavanja koja zadovoljavaju sledeé¢i kontraktivni uslov.

Neka su fi, fo : X — X preslikavanja metrickog prostora (X, d) tako da
postoji g, 0 < ¢ < 1, i za svako z,y € X postoje prirodni brojevi n(z) i m(y)
tako da je

d(ff(x)% gm(y)y) < qmax{d(:c,y), d(:c,ff(’”)x)7 d(y,f;"(y)y),

d(z, f5'Yy) + d(y, 17 z) }
. .

(3.12)

Teorema 3.4.1 Neka su fi1, fo : X — X preslikavanja kompletnog metrickog
(X, d) koja zadovoljavaju uslov (3.12). Tada postoji jedinstvena tacka a € X,

koja zadovoljava uslov ff(a)(a) = f;n(a) (a) = a.

Napomena 3.4.1 U iskazu ove teoreme u zadnjoj recenici, navedena je ko-
rekcija iskaza teoreme iz [116], gde je omaskom naveden pogresan zakljucak da
f1 @ fo imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku. Ovo je primetio Kasahara
[60], sto je ilustrovao sledeé¢im primerom. Pored toga,on je izvrsio korekciju za-
kljucka u teoremi(zadnja recenica) smatrajuéi da treba da bude napisano: Tada
postoji jedinstvena tacka a € X, koja zadovoljava uslov fln(a)(a) = fgn(a)(a).
Mi smatramo da je korektna korekcija: Tada postoji jedinstvena tacka a € X,
koja zadovoljava uslov f{l(a)(a) = f;n(a) (a) = a.

Primer 3.4.1 (Kasahara [60]) Neka je X = {0,1}, d(z,y) = |y — z|, f1 =
fo=f:X— X, f(0) =11 f(1) = 0. Izaberimo n(x) = m(x) tako da
je n(0) = 2 in(l) = 1. Tada je d(f" @z, f*Wy) = 0 za svako z,y € X,
medutim [ nema fiksnu tacku.

Dokaz teoreme: Neka je o € X. Definisimo niz (z,,) na sledeé¢i na¢in: x; =

n(xo) m(CCl) n(xQn) m(x2n+1)
fi Vo, xe = fy U xn, Tong = f) Ton, Tont2 = [fo

Koristedi (3.12) i pretpostavku x,, # x, za svako m # n, dobijamo

Toan+1y----

d(xon41, Tant2) < qmaX{d(w2n,902n+1)7

d(xon, Ton
d($2n+1,$2n+2),(222+2)}- (3.13)
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Ako pretpostavimo da je maksimum sa desne strane nejednakosti (3.13) jednak
d(xan, an+2)/2, tada dobijamo

2d(zon+1, Tan+2) < qd(x2n, Tont2) < qd(Ton, Tont1) + qd(T2n+1, Tant2)-

Sledi

q
d(zon+1, Tong2) < 24 - d(xon, Tont1) < qd(Ton41, Tany2),
sto je kontradikcija. Prema tome,
d(z2n+41, Tant2) < qd(Ton, Tant1),

i analogno
d(Ton, Tant1) < qd(T2n—1, Ton)-

Zato je
d(v2n11, Tonso) < ¢*"d(71, 22)

d(zon, Tont1) < ¢*"d(zg, 21).

Neka je r(z¢) = max{d(zo,x1),d(z1,2z2)}. Za svako m > n, imamo

m—1 q2n
d(Zm, Tn) < Z d(wi, zip1) < e -r(z0).
=n

Prema tome, (z;,) je Cauchyev niz, samim tim i konvergentan. Oznacimo
njegovu grani¢nu vrednost sa p.

1z (3.12) sledi

d(zans1, f5Pp) < qmax{d($2n,p)7d(332n,962n+1),d(p, me)p),

d(xap, me(p)p) +d(p, Ton+1) }

5 (3.14)

Prelaskom na graniénu vrednost u (3.14), kad n — oo dobijamo

d(p, ;”“”p)}

d(p, 1'% p) < qmaX{O, 0, d(p, f""p), 5
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Sledi p:f;n(p)p, i analogno, p:ff(p)p.

Pretpostavimo da postoji tacka s € X, koja zadovoljava uslov ff(s)(s) =
f;n(s)(s) = s. 1z (3.12) sledi

d(p,s) = d(f{Pp, 5"s) < gmax{d(p, s),0,d(s,p)},
tejep=s. O
Posledica 3.4.1 Neka je f : X — X preslikavanje kompletnog metrickog

prostora (X,d), tako da postoji q, 0 < q < 1, i da za svako x,y € X postoji
n(z),n(y) € N, tako da je

A Fr @, )y < qmax{d<x, y).d(e, @), d(y, frOy),

d(z, f"Wy) +d(y, f"x) }

2

Tako postoji samo jedna tacka p € X, tako da je f™®) (p) = p.

Dokaz: 1z Teoreme 3.4.1, kada uzmemo f; = fo i m(y) =n(y). O

3.5 Teorema Matkowskia

U oovoj sekciji izlazemo pojedine rezultate Matkowskia [100] iz 1977. godine.

Za preslikavanje v : [0,00) +— [0,00) ozna¢imo sa 7", n = 0,1,... n-tu
iteraciju od . Pre nego pokazemo glavni rezultat pokazacemo slede¢u lemu.

Lema 3.5.1 Pretpostavimo da je preslikavange v : [0, 00) +— [0, 00) neopadaju-
ée. Tada, za svako t > 0, iz limy, o0 Y™ (t) = 0 sledi y(t) < t.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji to > 0 tako da je y(tg) > to. Tada, zbog
monotonosti preslikavanja v, vazi v (tg) > to zan =1,..., te je to = 0, to je
kontradikcija. O

Napomena 3.5.1 Primetimo da za svako sa desne strane neprekidno pres-
likavange ~y : [0, 00) +— [0,00) za koje je y(t) < t zat > 0, sledi lim,,_,o0 Y™ (t) =
0. (videti Lemu 2.12.1.)
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Teorema 3.5.1 (Matkowski [100]) Neka je (X,d) kompletan metricki pros-
tor, f: X = X,a :[0,00)° = [0,00), i y(t) = alt,t,t,2t,2t) za t > 0.
Pretpostavimo da vazi

19 « je neopadajuée preslikavanje u odnosu na svaku promenljivu,
20 limyyo0 (t — (t)) = 00,
30 lim, 0o Y (t) = 0, t > 0,

4% za svako x € X, postoji pozitivan ceo broj n = n(x), tako da je za svako
yeX,

d(f"z, f'y) < a(d(z, ffx),d(z, f*y), d(z,y), d(f"z,y),d( "y, y)).

Tada f ima jedinstvenu fiksnu tacku uw € X, i za svako x € X, lim, oo "z =
u.

Dokaz: Prvo ¢emo pokazati da je za svako x € X, orbita {fix};’io ogranicen
skup. Neka je x € X, a s ceo broj tako da je 0 < s < n = n(z). Oznacimo sa

Up = d(x,fk”+81:), k=0,1,...
h = max{ug, d(x, f"x)}.

Na osnovu pretpostavke 2°, postoji ¢, ¢ > h, tako da je
t—~(t)>h, t>c,

a na osnovu izbora broja c sledi ug < ¢. Pretpostavimo da postoji j € N tako
da je uj > c. Ocigledno, mozemo pretpostaviti u; < ¢ za i < j. Koristci
nejednakost trougla imamo

d(fa, fO7I) < d(a, fe) + uj < 2u,

d(finteg, f(j_l)"+sa:) <y +uj—1 < 2uj.

Sada, koristed 4° i 19, dobijamo

uj = d(x, fI"0) < d(fra, P90 + d(e, )
< a(uj, uj, uj, 2uj, 2u;) + h = y(uj) + h,
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t.j. wu; —vy(u;) < h §to sa u; > 0 predstavlja kontradikciju u odnosu na
izbor tacke c. Dakle, u; < ¢, j =0,1,..., pa je samim tim orbita {f'z}3°,
ogranicena.

Neka je g € X i ng = n(zg). Definisimo niz (zj) na sledeéi nacin
Tpp1 = [k, ngp=n(zg), k=0,1,... (3.15)
Ocigledno, () je podniz orbite { f'z}2°,. Pokaza¢emo da je niz (z)) Cauchyev.
Neka su k,i € N. Iz (3.15) dobijamo

P MNpri—1+...+n
Ty = [t g

Ako uvedemo oznaku sg = ngy; 1 + ...+ ng, mozemo pisati
d(zg, xp41) = d(vg, fPrr).

Zbog jednostavnosti, uvedimo oznaku t; = d(zp_1, fizr_1). Od brojeva s,
Nnk—1, So+nk—1 0znacimo sa s; onaj za koji t5, ima najvecu vrednost. Koristeci
nejednakost trougla, imamo

d(fnkilxkflv fsoxkfl) < tnk_l + tso < 2t817
d(f™ =100y 1, £k 1) < tny tso T sy < 2ts, -

Sada, iz 4° i 1° dobijamo
d(wg, fPrr) = d(f" gy, [T [P0 )
S a(tsl ) t51 9 t517 2t81 ) 2t51) = 7(t81)7

£,
d(zy, fPrr) < y(d(zp—1, [ 71-1)).

Ponavljaju¢i ovu proceduru, mozemo naci pozitivne cele brojeve s;, j =
1,...,k—1 tako da je

d(zp—j, [P pj) < y(d(@p—j1, [ apjo1)).
Sada, zato Sto je v neopadajuée preslikavanje, imamo
(g, wys) <A (d(xo, f*a0)) < A5 (M),

gde je sa M oznacen diametar orbite {fz¢}3°,. Na osnovu pretpostavke 3°,
imamo limg_,o 7" (M) = 0. Ovim je dokazano da je niz (x3) Cauchyev niz.



140 Glava 3: Preslikavanja lokalno kontraktivnog tipa

Kako je metricki prostor X kompletan, postoji u € X, tako da je limy_,o, xx =
u. Sada ¢emo pokazati da za n = n(u) imamo f"u = u.

Pretpostavimo da je ¢ = d(f™u,u) > 0. Koristeéi prethodni deo dokaza,
imamo
lim d(f"zy, x) = 0.

k—o00

Prema tome, na osnovu Leme 3.5.1, sledi postoji kg tako da je

A, 2) < §(e ~(0)), Ak m2) < (e~ (E), k> ko,

Odavde sledi
e =d(f"u,u) < d(f"u, fxr) + d(f"rr, 8) + d(Tk, ©)

< £ ), du, fx), Al 20, A ), A 20) + 5 = A(E)):
Kako je

d(u, fMx) < d(u, zg) + d(zg, ffog) 1d(fu, 2g) < d(fu,w) + d(u, ),
za k > ko imamo

d(u, ffzy) < %(5 —v(e)) < e, d(f"u,zi) < 2e.
Koristeéi uslov 1° imamo
e <ale e e,26e,2) + %(6 —v(e)) = %(E +7(e)) <,

sto je kontradikcija. Prema tome, f"u = u.

Pretpostavimo da preslikavanje f™ ima jos jednu fiksnu tacku v € X, v #
u. Tada je f"v = v za n = n(u). Na osnovu 4° i Leme 3.5.1 je

d(u,v) = d(f"u, f"v) < a(0,d(u,v),d(u,v),d(u,v),0)
< A(d(u,v)) < d(u,v).

Prema tome, u je jedinstvena fiksna tacka preslikavanja f".

1z fu = f"fu, i prethodno pokazane jedinstvenosti fiksne tacke zakljucu-
jemo da je fu = u. Lako se pokazuje jedinstvenost fiksne tacke preslikavanja

1.
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Dokazimo ostali deo teoreme. Neka je x € X, a s ceo broj tako da je
0<s<n=n(u)i
up = d(u, fF"5), k=0,1,...

Pretpostavimo da postoji k takvo da je uj > ui_1. Tada, koristeéi 4°, 19, 39,
i Lemu 3.5.1 imamo

up = d(f"u, frfEI )
S CK(O, Uk, U—1, Uk—1, d(fkTri’Sx7 f(kf]_)n+3$))

< U, w, Uk, Uk, 2ug) < Y(ug) < ug.

Na osnovu dobijene kontradikcije, sledi ug, < up_1, k= 1,2, .... Koristeéi 4° i
19 dobijamo

u = d(f™u, fFr) < alup_g, wpo1, up_1, uk—1, 2up—1) < Y(ugp_1)

za k =1,2,.... Prema tome, u; < v*(uq), a iz uslova 3° sledi limy_,o0 ug = 0.
OJ

Napomena 3.5.2 Primetimo, da u Teoremi 3.5.1 nismo pretpostavili nepre-
kidnost preslikavanja f.

Jednostavna posledica Teoreme 3.5.1 je sledeca teorema.

Teorema 3.5.2 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor, f: X — X i :
[0,00) + [0,00). Ako je v neopadajuce preslikavanje, lim;_,o(t — (t)) = oo,
limy 00 Y¥(t) = 0 2za t > 0, i ako za svako x € X postoji pozitivan ceo broj
n = n(z) tako da je za svako y € X,

d(f"z, fMy) < ~(d(z,y)),

tada funkcija f ima jedinstvenu fiksnu tacku v € X. Sta vise, za svako v € X
je limy_o0 fRz = u.

Napomena 3.5.3 Ako u Teoremi 3.5.2 uzmemo ~(t) = At, 0 < A < 1,
dobijamo teoremu M. Sehgala [134].

Za a(ty,...,t5) = aty + bty + cts + bty + ats, Teorema 3.5.1 glasi:
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Teorema 3.5.3 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i f : X — X
preslikavanje koje zadovoljava sledeci uslov: za svako x € X postoji pozitivan
ceo broj n = n(x) takav da je za svako y € X

d(f"x, f"y) < ald(x, f*x) +d(y, f"y)] + bld(z, f*y) + d(f"z, y)] + cd(z,y)

gde su a,b,c nenegativni brojevi za koje vazi 3a + 3b + ¢ < 1. Tada, pres-
likavange f ima jedinstvenu fiksnu tacku u € X. Sta vise, za svako x € X je
limg o0 f¥2 = u.

Napomena 3.5.4 Guseman [59] je pokazao da je u radu Sehgala [134] uslov
neprekidnosti suvisan. Takode, dao je interesantne preformulacije Sehgalovih
rezultata.

Primer 3.5.1 Neka je X = [0,00), d(z,y) = |z —y|, fo =7, () = %th
za z,y,t € [0,00). Tada je

lim 7"(¢) = lim

n—00 n—oo 1 4+ nt

g > 1 — —
0zat>0, tllglo(t v(t)) = o0

|z =y le —yl
“ Cr oty Tty )

ro oy
z+1 y+1

d(fz, fy) =

Svi uslovi Teoreme 3.5.2 su ispunjeni, ali to nije slucaj sa Teoremom 3.5.3.
Da bismo ovo pokazali, pretpostavimo da postoje nenegativni brojevi a,b, ¢ koji
zadovoljavaju uslove Teoreme 3.5.3. Tada, za x = 0 imamo

) Yy Yy
1+ny_a<y 1+ny>+ <1+ny+y>+cy,n n(0), ¥ >0

Odavde je (a+b+c)/(1—a+b) >1/(14+ny) zay >0, pa je2b+c > 1. Ova
kontradikcija pokazuje da je Teorema 3.5.1 opstija od rezultata datih u [59], i
[134].




Glava 4

Uopstenja kontraktivnih
preslikavanja

U onoj glavi izlozeni su i originalni rezultati autora. U njima se izucavaju fiksne
tacke preslikavanja na prostorima koji uopStavaju metricke prostore, tj., na
konusnim metrickim prostorima, prostorima sa w—rastojanjem i parcijalnim
metrickim prostorima.

4.1 Konusni metricki prostori

Huang i Zhang [70] su definisali konusni metricki prostor, tako $to su u defini-
ciji metrike zamenili polje realnih brojeva sa Banachovim prostorom. Dokazali
su rezultate koji se odnose na postojanje fiksne tacke kontraktivnih preslika-
vanja na konusnim metrickim prostorima. U ovoj sekciji izlazemo pojedine
rezultate iz pomenutog rada [70].

Neka je E realan Banachov prostor i P podskup od E. Tada je P konus
u F ako su ispunjeni slededéi uslovi:

(i) P je zatvoren, neprazan i P # {0};
(i) a,b€R,a,b>0,2,y e P = ax+bye€P,;
(iii) PN (=P)={0}.

143
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Za dati konus P C F, defini§imo parcijalno uredenje < u odnosu na P na

slededi nacin:
r<y & y—xzecP

Tada je x < y ako je x < y i x # y; Takode je x < y ako je y — x € int P, gde
je int P unutrasnjost skupa P.

Konus P je normalan ako postoji broj K > 0 takav da za svako z,y € E,

0<z<y = |z <Klyl

Najmanji pozitivan broj K koji zadovoljava prethodni uslov naziva se nor-
malna konstanta konusa P. Ocigledno je K > 1.

Konus P se regularan ako je svaki rastuci i ograni¢en odozgo niz konver-

gentan. To znaci, ako je {x,} niz koji zadovoljava uslov

<2< ... <z, <...Zy

za neko y € E, tada postoji x € E tako da je ||z, — z|| = 0,n — co. Moze
se pokazati da je konus P je regularan ako i samo ako je svaki opadajuéi niz
ograni¢en odozdo konvergentan. Poznato je da je regularan konus istovremeno
i normalan.

Nadalje ¢emo pretpostavljati da je £ Banachov prostor, P konus u F
takav da je P # () i < parcijalno uredjenje na P.

Definicija 4.1.1 Neka je X neprazan skup. Pretpostavimo da preslikavanje
d: X x X — FE zadovoljava sledeée uslove:

(d1) 0 < d(z,y), za svako z,y € X i d(x,y) =0 ako i samo ako je v = y;
(d2)  d(z,y) =d(y,x), za svako z,y € X;

(d3) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y), za svako z,y,z € X.
Tada se d naziva konusna metrika na X, a (X, d) konusni metricki prostor.

Poznato je da je klasa konusnih metrickih prostora 8ira od klase metrickih
prostora [118].
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Primer 4.1.1 Neka je E = (1, P = {{wn}n21 € E:xz, >0, za svako n},
(X, p) metricki prostor i d : X x X — E preslikavanje definisano sa d (x,y) =

{%}n21 . Tada je (X,d) konusni metricki prostor.

Primer 4.1.2 Neka je X = R,E = R" i P = {(x1,...,x,) € R": x; > 0}.
Lako je pokazati da je d : X x X +— E preslikavanje definisano sa d(z,y) =
(|l = yl, k1lz — yl, ..., kn—1]z — y|) konusna metrika na X, gde je k; > 0 za
svako i € {1,...,n—1}.

Primer 4.1.3 Neka je E = C} ([0,1]) sa normom ||f|| = || flle + Il -
Konus P={f € E: f > 0} nije normalan konus.

To sledi iz sledeée cinjenice: neka je k > 1, f(x) =z i g(z) = 2**. Tada
je0<g < f, |fll=2illgll =2k+1. Kako je k- ||| < llgll, sledi k nije
normalna konstanta za P. Prema tome, konus P nije normalan konus.

Za skup F' C E, definisimo
O(F) = sup{||z| : x € F}.

Definicija 4.1.2 Neka je (X,d) konusni metricki prostor, {x,} niz u X i
x € X. Ako za svako ¢ € E, 0 < ¢ postoji ng € N tako da za svako n >
no, d(xn, ) < ¢, tada je niz {x,} konvergentan pri cemu x,, konvergira ka x,
§to oznacavamo na uobicajeni nacin limy, x, = z, ili x, — x, (n — 00).

Lema 4.1.1 Neka je (X,d) konusni metricki prostor, P normalan konus sa
normalnom konstantom K. Neka je {xn} niz v X. Tada {x,} konvergira ka
x ako i samo ako d(xy,x) — 0, n — oo.

Dokaz: Pretpostavimo da {z,} konvergira ka x. Za svako realno ¢ > 0,
izaberimo ¢ € E tako da je 0 < ¢ i K||¢|| < e. Tada postoji ng, tako da za
svako n > ng, d(z,,z) < c. Dakle, za n > ng vazi ||d(x,, x)|| < K||c|| <e. To
zmadi d(xy,, ) — 0, n — oco.

Obrnuto, pretpostavimo da d(x,,x) — 0,n — oco. Za c € E, 0 < ¢,
postoji 6 > 0, tako da ||z|| < ¢ implicira ¢ — 2 € int P. Za to § postoji ng,
tako da za n > ng ||d(zn,x)|| < 0. Dakle, ¢ — d(xy,,z) € int P. To znaci
d(zp,x) < c. Dakle, {z,,} konvergira ka z. O
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Lema 4.1.2 Neka je (X, d) konusni metricki prostor, a P normalan konus sa
normalnom konstantom K. Neka je {x,} niz u X. Ako {x,} konvergira ka x
i {xn} konvergira ka y, tada je x =y, tj. limes niza {x,} je jedinstven.

Dokaz: Za svako ¢ € F, 0 < ¢, postoji ng tako da za svako n > ng vazi
d(zp,x) < cid(zy,y) < c. Prema tome,

d(z,y) < d(zn, ) + d(zn, y) < 2c.

Odavde je ||d(z,y)|| < 2K]||c||. Posto je ¢ proizvoljno sledi da je d(z,y) = 0,
tj. x =y. O

Definicija 4.1.3 Neka je (X,d) konusni metricki prostor i {x,} niz u X.
Ako za svako ¢ € E za koje je 0 < ¢, postoji ng € N tako da za svako
n,m > ng, d(T,, Tm) < ¢, tada kazemo da je {x,} Cauchyev niz v X.

Definicija 4.1.4 Neka je (X, d) konusni metricki prostor. Ako je svaki Cau-
chyev niz u X konvergentan, prostor X je kompletan konusni metricki prostor.

Lema 4.1.3 Neka je (X,d) konusni metricki prostor i {x,} niz v X. Ako
{zn} konvergira ka z, tada je {x,} Cauchyev niz.

Dokaz: Za svako ¢ € E, 0 < ¢, postoji ng tako da je za svako n,m >
ng, d(zp, ) < ¢/2 1 d(zm, ) < ¢/2. Odatle je

A(Tp, Tm) < d(zp, ) + d(Tm, ) < C.
Dakle, {z,,} je Cauchyev niz. O

Lema 4.1.4 Neka je (X,d) konusni metricki prostor, a P normalan konus sa
normalnom konstantom K. Neka je {x,} niz u X. Dati niz je Cauchyev ako
i samo ako d(zy,xm) — 0, n,m — oo.

Dokaz: Pretpostavimo da je {z,} Cauchyev niz. Za svako ¢ > 0, izaberimo
¢ € E,0 < c tako da je Klc| < e. Tada postoji ng tako da za svako
n,m > ng, vazi d(xn, Tm) < ¢, te je ||d(zn,zn)|| < Kl¢|| < e. Odavde
d(xp, Tm) — 0, n,m — 0.

Pokazimo lemu u drugom smeru. Pretpostavimo da d(z,zy,) — 0, n,m —
00. Zac € E, 0 < cpostoji § > 0, dako da ||z|| < § implicira ¢ —x € int P. Za
takvo 0 postoji ng, tako da za svako n,m > ng vazi ||d(xy,, )| < 0. Dakle,
c—d(zp,Tm) € int P. To znaci da je d(zy, ) < ¢, odnosno {z,} je Cauchyev
niz. O
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Lema 4.1.5 Neka je (X,d) konusni metricki prostor, a P normalan konus
sa normalnom konstantom K. Neka su {z,} i {yn} nizovi iz X i neka x, —
T, Yo — Yy, n — 00. Tada

d(xn, yn) — d(z,y), n — oco.

Dokaz: Za svako ¢ > 0, izaberimo ¢ € E, tako da je 0 < c i [[c|| < 555 1z
Tp — 1Yy — vy, sledi postoji ng tako da za svako n > ng sledi zd(z,,z) < ¢
i d(yn,y) < c¢. Tada dobijamo

d(l‘n, yn) < d(l‘n, SL‘) + d(l'a y) + d(y )
d(l‘, y) < d(l'na :L') + d(l‘na yn) + d(y )

(z,y) + 2c,

<d
< d(@n, yn) + 2¢.

Odatle je
0 <d(z,y) +2c— d(zn,yn) < 4c

[d(zn, yn) — d(z,y)|| < [|d(@,y) + 2¢ = d(@n, yn)|| + [12¢] < (4K +2)|[c[| <€
Dakle, d(zy,yn) — d(x,y), n — oco. O

Definicija 4.1.5 Neka je (X,d) konusni metricki prostor. Ako za svaki niz
{zn} u X, postoji podniz {xy,} koji konvergira u X, tada se X naziva sekven-
cijalno kompaktan konusni metricki prostor.

4.1.1 Preslikavanja kontraktivnog tipa

U ovoj sekciji izlazemo pojedine rezultate Huang i Zhang [70] koji se odnose
na fiksne tacke preslikavanja kontraktivnog tipa na konusnim metrickim pros-
torima.

Teorema 4.1.1 Neka je (X, d) kompletan konusni metricki prostor, a P nor-
malan konus sa normalnom konstantom K. Pretpostavimo da preslikavanje
T: X — X zadovoljava kontraktivan uslov

d(Tz,Ty) < kd(z,y), za svako x,y € X,

gde je k € [0,1) konstanta. Tada T ima jedinstvenu fiksnu téku v X, i za
svako x € X, iterativni niz {T"x} konvergira ka toj fiksnoj tacki.



148 Glava 4: Uopstenja kontraktivnih preslikavanja

Dokaz: Neka je zg € X, i
Tr1 = Tl‘o, Tro = Tl’l = T2:L'0, I e Tl'n = 1—'77'—"_1:E7 Ce
Tada je

d(xps1,2n) = d(Txn, Txn—1) < kd(xn, Tn_1)
< k? d(xp—1,Tn—2) < ... < k"d(x1,x0).

Za n > m, imamo

d(iL'n, xm) < d(xna xn—l) + d($n—17 xn—2) +...+ d(xm—l-ly l‘m)

k
<K ETTE R d(2, a0) < T, A1, 20).

Prema tome
m

k
ld(zn, zm)ll < T Klld(z1, o),

i sledi d(zp,xm) — 0,n,m — oo. Zato je {z,} je Cauchyev niz. Zbog
kompletnosti prostora X, postoji z* € X tako da =, — 2%, n — oco. Iz

d(Tz*,x*) < d(Txp, Tx*) + d(Txy,z*) < kd(zp, 2*) + d(zps1, "),
sledi
[d(Tz", 2%)|| < K(k|d(zn, 2")[| + |d(zn+1,27[) = 0,

odakle je ||d(Tz*,xz*)|| = 0. Prema tome Tz* = z*, tj., 2* je fiksna tacka
preslikavanja T'. Pokazimo njenu jedinstvenost. Pretpostavimo da postoji jos
jedna fiksna tacka y* preslikavanja T'. Tada je

d(z*,y*) = d(Tz*, Ty*) < kd(z*,y").

Odavde je ||d(z*,y*)|| = 01 2* = y*. Time smo pokazali jedinstvenost fiksne
tacke. O

Posledica 4.1.1 Neka je (X, d) kompletan konusni metricki prostor, a P nor-
malan konus sa normalnom konstantom K. Zac € E, 0 <KL cixg € X, neka je
B(zg,c) = {z € X : d(xg,x) < c}. Pretpostavimo da preslikavanje T : X — X
zadovoljava kontraktivan uslov

d(Tz,Ty) < kd(x,y), za svako x,y € B(xg,c),

gkde je k € [0,1) konstanta i d(Txo,z0) < (1 — k)c. Tada T ima jedinstvenu
fiksnu tacku u B(xg,c).
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Dokaz: Dokazimo da je B(zg,c) kompletan konusni metricki prostor i da
Tz € B(xo,c) za svako x € B(x, ¢).

Pretpostavimo da je {z,} Cauchyev niz iz B(xg, c). Tada je {xy} ujedno
i Cauchyev niz u X. Zbog kompletnosti prostora X, postoji x € X tako da
T, — x, n — oco. Sada imamo

d(zg,z) < d(xpn, o) + d(Tn, 2) < d(TH,T) + C.

1z x,, = x sledi d(zy,x) — 0. Prema tome d(zo,z) < ¢, odnosno = € B(zo,¢).
Dokazano je da je B(zg,c) kompletan konusni metricki prostor. Za svako
x € B(xo,c) je

d(xo, Tx) < d(Txzo,x0)+d(Txo, Tx) < (1—k)c+kd(xg,x) < (1—k)c+ke = c.
Prema tome, T'x € B(zg,c). O

Posledica 4.1.2 Neka je (X, d) kompletan konusni metricki prostor, a P nor-
malan konus sa normalnom konstantom K. Pretpostavimo da za neki pozitivan
ceo broj n, preslikavanje T : X — X zadovoljava uslov

d(T"z, T"y) < kd(z,y), za svako z,y € X,
gkde je k € [0,1) konstanta. Tada T ima jedinstvenu fiksnu tacku u X .

Dokaz: 1z Teoreme 4.1.1, T™ ima jedinstvenu fiksnu tacku z*. Ali, T"(Tx*) =
T(T"z*) = Tz*, te je Tx* takode fiksna tacka za T™. Dakle, Tz* = z*,
odnosno z* je fiksna tacka za T'. Kako je fiksna tacka za T ujedno fiksna tacka
za T, sledi T ima jedinstvenu fiksnu tacku. O

Teorema 4.1.2 Neka je (X, d) sekvencijalno kompaktan konusni metricki pr-
ostor i P regularan konus. Pretpostavimo da preslikavanje T : X — X zado-
voljava kontraktivan uslov

d(Tz,Ty) < d(x,y), za svako x,y € X, x #y.

Tada T ima jedinstvenu fiksnu tacku.

Dokaz: Neka je zg € X, ix1 = Txg, v0o =Tx1 = TQ%O,--~,CUn+1 =Tz, =
Tz, . ... Ako je za neko n, x,.1 = x,, tada je x, fiksna tacka za T, ¢Gime
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je teorema dokazana. Pretpostavimo da je za svako n, x,4+1 # z,. Neka je
dp = d(zp, n4+1). Tada je
dpy1 = d($n+1u xn+2) = d(TJ,‘n, Tmn—i—l) < d(xn’ xn—i—l) = dp.

Prema tome, {d,} je opadajuéi niz ograni¢en odozdo nulom. Zato sto je P
regularan konus, postoji d* € F tako da d, — d*,n — oo. Kako je X
sekvencijalno kompaktan, sledi postoji podniz {xy,} niza {z,} i 2* € X tako
da z,, = z*, 1 = oco. Sada je

d(Txp,, Tx*) < d(zyp,,x*), 1=1,2,...

Tada je

|d(Tzp,, Tx")|| < K||d(zp,,z%)| — 0, i — oo.
gde je K normalna konstanta konusa P. Odatle, Tx,+1 — Tx*, i — oo.
Analogno, T?z,,, — T?z*, i — co. Na osnovu Leme 4.1.5, dobijamo
A(Txp,, xn,) — d(Tx*,z%), i — o0 i d(T%xy,, Tay,) — d(T?x*, Tx*), i — oco.
Ocigledno

Ad(Txy,, xn,) = dp, = d" =d(Tz",2"), i — 0.
Sada ¢emo pokazati da je Tx* = x*. Iz Tx* # x*, sledi d* # 0. Sada je

d* = d(Tz*,2*) > d(T?x*, Tx*) = lim d(T%x,,,, Tzy,) = lim dp, 1 = d*.
71— 00

1—>00
Dobili smo kontradikciju, i sledi Tz* = z*. Prema tome, z* je fiksna tacka
preslikavanja 7. Jedinstvenost sledi oc¢igledno. O

Teorema 4.1.3 Neka je (X, d) kompletan konusni metricki prostor, a P nor-
malan konus sa normalnom konstantom K. Pretpostavimo da preslikavanje
T: X — X zadovoljava kontraktivan uslov

d(Tz,Ty) < k(d(Tz,x) +d(Ty,y)), za svako x,y € X,
gde je k € |0, %) konstanta. Tada T ima jedinstvenu fiksnu tacku v X, 7 za
svako x € X, iterativni niz {T"x} konvergira ka toj fiksnoj tacki.

Dokaz: Neka je xp € X, ix1 =Txg, 0 € Tx1 = TQ:L‘O,...,:E”H =Tx, =
Tz, . ... Tada dobijamo

d(wn—i-l, xn) = d(T.%‘n, Txn—l) < k(d(T@'n, xn) + d(Txn—la xn—l))
< k(d(.%'n_H, xn) + d(xn; xn—l))-
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Odavde je

d(xn—i-l,xn) d(xnaxn—l) = hd(ﬂ?n,l‘n_l),

STk
gdejeh:ﬁ. Zan>mje
d(xp, ) < d(Tp,Tp—1) + d(Tp-1,Tpn—2) + ... + d(Tmt1, Tm)
< (WU BT ™) d (e, m0) < %d(m, z0).

Prema tome,
m

h
ld(zn, 2m)l| < 77— Klld(z1, z0)]l

Sledi d(zp, Tm) — 0, n,m — oo, te je {z,} Cauchyev niz. Zbog kompletnosti
prostora X, postoji z* € X tako da x, — x, n — co. Sada je

d(Tz*, x*) < d(Txp, Tx*) + d(Txp, ")

< k(d(Txn, zn) + d(Tz*, 2%)) + d(zp41, x7),
odnosno .
d(Tz*, x*) < ﬁ(kd(Ta:n,xn) +d(xpy1, 7).

Sledi

* *k 1 *k

ld(T2”, 27) | < K o (k(lld(@n+1, 2a) | + ld(zn41,27)]) = 0.

Odavde dobijamo [|d(Tz*,z*)|| = 0, tj., Tz* = x*. Prema tome, z* je fiksna
tacka preslikavanja 7.

Pretpostavimo da preslikavanje T ima jos jednu fiksnu tacku y*. Iz
d(z*,y*) = d(Tz*, Ty*) < k(d(Tz",z*) + d(Ty*,y")) = 0,
dobijamo z* = y*. Sledi preslikavanje T ima jedinstvenu fiksnu tacku. O

Teorema 4.1.4 Neka je (X, d) kompletan konusni metricki prostor, a P nor-
malan konus sa normalnom konstantom K. Pretpostavimo da preslikavanje
T: X — X zadovoljava kontraktivan uslov

d(Tz,Ty) < k(d(Tx,y) + d(Ty,x)), za svako x,y € X,

gde je k € [0, %) konstanta. Tada T ima jedinstvenu fiksnu tacku v X, @ za
svako x € X, iterativni niz {T"x} konvergira ka toj fiksnoj tacki.
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Dokaz: Neka je g € X, i 21 = Txg, 2 € Txy = T?x0,..., 2041 = 1Ty =
Tz, . ... Tada je
d(xpt1,2n) = d(Txn, Trp—1) < k(d(Txn, xn—1) + d(TTH_1,2))
< k(d(xn+1a$n) + d($n7$n_1)).

Odavde je
k
d(Tny1,n) < md(wmxnfl) = hd(zn, vn-1),
gdejeh:ﬁ. Zan>mje
AT, xm) < d(Tp, Tn-1) + d(Tp—1,Tn—2) + ... + d(Tm+t1, Tm)

m

h
< (WP RV 4+ R d(x, x0) < 77,41, w0)-

Sledi o
[d(n, xm) || < mKHd(fﬁl,l’o)ll,

odnosno d(xy,zm) — 0, n,m — oco. Prema tome, {z,} je Cauchyev niz,
a kako je X kompletan konusni metricki prostor, postoji z* € X tako da
T, = x*, n — oco. Sada je
d(Tz* 2*) < d(Txzp, Tz*) + d(Txp, x*)
< k(d(Tx*, zp) + d(Txp, ")) + d(xpse1, ")
< k(d(Tx*, %) + d(xp, z%) + d(xpt1,2")) + d(Tpt1, 27),

odnosno
d(Tz*,7") < ﬁ(kz(d(xn, ) + d(znsn, 7)) + d(znin, 7).
Sledi
[d(Tz*, )| < K ﬁ(k(ﬂd(l“mw*)ﬂ + ld(@nt1, 2°)||) + [|d(znt1, 27)]]) — 0.

Odavde dobijamo ||d(Tz*, z*)| = 0, tj., Tx* = x*. Dakle, 2* je fiksna tacka
preslikavanja T'.

Pretpostavimo da preslikavanje T" ima jo$ jednu fiksnu tacku y*. Iz
d(z*,y") = d(Ta", Ty") < k(d(Tz", y") + d(Ty",2")) = 2kd(z",y"),

dobijamo d(z*,y*) = 0, tj. z* = y*. Prema tome, preslikavanje T ima jedin-
stvenu fiksnu tacku. O
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Napomena 4.1.1 Teoreme 4.1.1 - 4.1.4 uopstavaju teoreme za kontraktivna
preslikavanja metrickih prostora na konusne metricke prostore.

Primer 4.1.4 Neka je E = R?, Euklidova ravan i P = {(z,y) € R? : z,y >
0} normalan konus u E. Neka je

X={(z,00eR?*:0< 2 <1}U{(0,2) eR*: 0 <z < 1}.

Definisimo preslikavanje d : X x X — E na sledeci nacin
4
d((ZL‘,O),(y,O)) = §|:L‘—y\,|:c—y| ’
2

(2.0).(0,9)) = (0,90, .0)) = (G v+ 3.

Prostor (X,d) je kompletan konusni metricki prostor.

Definisimo preslikavanje T : X +— X sa

1
T((2,0)) = (0,2) i T((0,2)) = (29:,0) |
Tada preslikavanje T' za svako (x1,x2), (y1,y2) € X zadovoljava uslov

d(T((x1,22)), T((y1,92))) < kd((x1,22), (y1,92)),

sa konstantom k = 2 € [0,1).

Ocigledno je da T ima jedinstvenu fiksnu tacku (0,0) € X. Moze se pokazati
da T nije kontraktivno preslikavanje na X sa Euklidovom metrikom. O

4.1.2 Kvazi-kontrakcija

U ovom poglavlju izlazemo pojedine rezultate iz rada Ili¢a i Rakoceviéa [74],
a odnose se na proucavanje kvazi-kontrakcije na konusnim metrickim pros-
torima. Dokazac¢emo teoremu o fiksnoj tacki za kvazi-kontrakciju na konusnim
metrickim prostorima. Na taj nacin uopStavaju se analogni rezultati Huanga
i Zhanga i rezultati Cirica.
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Definicija 4.1.6 Neka je (X, d) konusni metricki prostor. Preslikavanje f :
X — X za koje postoji konstanta X € (0,1) za koju za svako x,y € X, postoji

we C(f.a,y) = {d@,y),d(w, f2),d(y, fy). d(, fy),d(y, [2) }.
tako da je

d(fz, fy) < A-u, (4.1)

naziva se kvazi-kontrakcija na konusnim metrickim prostorima.

Za f: X — X in €N, uvedimo slede¢e oznake:

O(x;n) = {$,f$,f21‘, ...,f”:n},

O(z;0) = {x,fx,fo,...}.

Sledeéi rezultat predstavlja pomoéno tvrdenje koje éemo koristiti pri do-
kazu glavnog rezultata ovog poglavlja(Teorema 4.1.5).

Lema 4.1.6 Neka je (X,d) konusni metricki prostor i P normalan konus.
Neka je f : X — X kvazi-kontrakcija. Tada, postoji ng € N tako da je za
svako n > ny,

)

0(O(z;n)) = max{Hd(x, flz)

d(fix,fjx)H 1<i<nl1<ij< no} (4.2)

5(O(z,00)) < max{/\Ké(O(:):;no)), Hd(m,fl:B)H : 1 <1 <ny,

K M,
= K || OHx)H}‘

(4.3)

Dokaz: Neka je ng € N tako da je max{\"0 K, \" K2} < 1. Izaberimo i, j € N
tako da je ng < i < j < n. Tada postoji s1 € C(f, fi ', fi~1z) za koje je

d(fixz, flz) < X-s1.
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Sta vise, postoji so € {d(a,b) : a,b € O(x;n)} tako da je s; < Asy. Dakle,
d(fiz, fiz) < Nsy.
Odavde zakljucujemo da je
d(fiz, flz) < A" s,
za neko sp, € {d(a,b) : a,b € O(x;n)}. Prema tome,
ld( iz, )| < A K[sngll < lsno | < 6(0(w5m).
Odavde, (4.2) sledi direktno.
Da bi dokazali (4.3), primetimo da je za 1 <i < j < ny,
d(fix, fiz) < Asy,
za neko s1 € {d(a,b) : a,b € O(z;n0)}. Zato je
ld(fi, F12)]| < AKS(O(z: o).
Ako je §(O(x,n)) = ||d(fix, fix)||, za neko 1 < i < j < ng, tada je
3(O(z;n)) < AK§(O(x;ng)).

Osim toga, za ng <l <n
d(z, flz) < d(z, f*"e) + ([ a, flo),
sledi
ld(z, f'2)|| < Klld(z, [+ 2) | + A K?6(0(x; n)).
Ako je 6(O(x;n)) = ||d(z, f'x)||, za neko ng < I < n, tada je

3(0(ain)) < e, o))

K
1— A0K?

¢ime je pokazano (4.3). O

Teorema 4.1.5 Neka je (X,d) kompletan konusni metricki prostor i P nor-
malan konus. Pretpostavimo da je preslikavanje f : X — X kvazi-kontrakcija
i K # A7\ Tada f ima jedinstvenu fiksnu tacku v X i za svako x € X,
iterativni niz { f"x} konvergira ka toj fiksnoj tacki.
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Dokaz: Neka je z € X. Pokazacemo da je {f"z} Cauchyev niz. Imamo da je

d(fnxa fn_lx) < )\Sn,nfb

gde je
Spn—1 € {d(f”x,f"_lx),d(f”a:,f”_Qa:),d(f"_lx,f"_gx)}.
Osim toga,
d(fnx7 fnin) S )\Sn,n—27
za

Sun-2 € (e, 1 4e), d(fm, £ 0, dOF s, 10,
d(fn_lx’ fn_3x)7 d(fn_2x) fn_3x)}7

d(fnilaa fn72:1:) S )\Sn—l,n—27

Za Sp—1n—2 € {d(f”‘lcc,f”_%),d(f”_lx, fr3z), d(f”_Qx,f"_?’x)}.
Dakle,
d(f"x,f" 1 )<)\2 (2)

nn 1
gde je 3;2,21—1 element skupa {d(f”m, frta), d(fre, f722), d(f e, f232),
d(fnilx, fanx), d(fnfl.%', f"73x),d(f”72x,f”73x)}.

Nastavljajuéi dati postupak, posle n — 1 koraka dobijamo

d(fnw,fn_l ) < A\ 1 (n 1) (4.4)

nn 1

gde je sV element skupa U" 1 Uit 1d(f fr iz, frix))

n,n—1

Prema tome, za m > n, imamo

d(f"e, fe) < d(fx, ) + A e ) 4 (T e )

m—n—1

Sod(fm R, i
k=0
m—n—1

E : n+k (n+k)
< A n+k+1 n+k*
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Sledi

Hd(f”a:, fmx)H < KA

m—n—1

Z )\ksgzi—i_k]il,nJrkH
A" -
1—AX

<K -0(0(x, )),

te je {f"x} Cauchyev niz. Dakle, postoji y € X tako da je lim, o [z = y.
Za svako n € N, postoji

sn € {d(fMa,y), d(f" a,y), d(f"a, fMx), d(fy, ), d(fy,9))

tako da je

d(y, fy) < d(y, f" ) +d(f"a, fy) < dly, [72) + Asp. (4.5)

Ocigledno su elementi niza {s,} oblika d(f"x,y), d(f"*lz,y), d(f"z, f**'z),
d(f"z, fy) ili d(fy,y). Konstruisatemo podniz {s,;}, ¢ = 1,2,...,5, niza
{sn}, tako da su elementi podniza {s,;}, ¢ = 1,2,...,5, oblika, d(f"z,y),
d(f" e, y), d(frx, fP2) , d(fx, fy) ili d(fy, y), redom. Tada je lim,, s,,; =
0,4 = 1,2,3, i lim, s,; = d(y, fy), i = 4,5. Sada, na osnovu (4.5), za-
kljuéujemo da je d(y, fy) = 0, tj. fy = y. Da bismo dokazali jedinstvenost
fiksne tacke, pretpostavimo da postoji z € X tako da je fz = z. Tada je,
d(z,y) =d(fz, fy) < Ad(z,y),islediy = z. O

Kao posledicu prethodne teoreme, dobijamo glavni rezultat rada Huang
i Zhanga ([70], Teorema 1).

Posledica 4.1.3 Neka je (X, d) kompletan konusni metricki prostor i P nor-
malan konus sa normalnom konstantom K. Pretpostavimo da preslikavanje
f: X — X zadovoljava kontraktivan uslov

d(fz, fy) < Ad(x,y), for all z,y € X (4.6)
gde je A € [0,1) konstanta. Tada f ima jedinstvenu fiksnu tacku u X i za

svako x € X, iterativni niz { f"x} konvergira ka toj fiksnoj tacki.

Napomena 4.1.2 Napomenimo da u Teoremi 4.1.5, za E =R, P = [0, 00),
d(z,y) = |z —y|,z,y € R, dobijamo poznati Ciricev rezultat [37] za kvazi-
kontrakciju.
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4.1.3 (g, f)—kvazi-kontrakcija

U ovoj sekeiji izlazemo pojedine rezultate iz rada Ilica i Rakoceviéa [72] u
kojima se razmatra egzistencija zajednicke fiksne tacke za par preslikavanja
na konusnim metrickim prostorima. Rezultati izlozeni ovde izmedu ostalog
predstavljaju i uopstenje rezultata iz radova: Das i Naik [46], Ciri¢ [37], Jungck
[81], Huang i Zhang [70] na kompletnom konusnom metrickom prostoru.

Slede¢a definicija uvodi pojam f—kvazi-kontrakcije na konusnim metric-
kim prostorima. Takva preslikavanja predstavljaju uopStenje pojma kvazi-
kontrakcije koji su definisali Das i Naik.

Definicija 4.1.7 Neka je (X,d) konusni metricki prostor i g, f : X — X.
Preslikavanje g je f—kvazi-kontrakcija ako za A € (0,1) i svako z,y € X,
postogi

we C(fsay) = {d(fa, fy),d(fe,g2). d(fz. g). d(fy, 99), d(Fy,92) },
tako da je

d(gz,gy) < \-u. (4.7)

Da bismo dokazali glavni rezultat ovog poglavlja(Teorema 4.1.6), prvo
¢emo pokazati slede¢u lemu.

Lema 4.1.7 Neka je (X,d) konusni metricki prostor i P normalan konus.
Neka su g, f : X — X, preslikavanja koja zadovoljavaju uslov

9(X) C f(X) (4.8)
1 neka je g f—kvazi-kontrakcija.

Uzmimo xg € X i x1 € X tako da je g(xo) = f(x1). Ukoliko je definisan
element x, € X, tada x,+1 € X definiSemo tako da je g(x,) = f(Tnt+1) = Yn.
Zan € N7 deﬁma‘zmo O('T(h n) = {2/0>Z/171/27 ERE) yn} ZO(:C()v OO) = {y(]aylv Y2, }

Postoji ng € N tako da vazi sledece:
(i) Ako sui,j,n e N, n>nging <i,j<n, tada je

ld(yi, yi)|l < 6(O(mo;n)).
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(1) Ako jen € N in > ng, tada je
6(O(zo;n)) = max{||d(yo, yi) [l ld(ys y;)ll : 1 <k <n, 1 <4,5 <no}.
(1ii) Ako jen € N in > ng, tada je

6(0(wo; ) < max { [d(yo, y)l : 1 <1< o,

K
T Fezomo 1400, yno+1)ll; AK(S(O(iL’o;nO))}-
(iv)
K
5(0(a0550)) < max { = - (30, Yy 1) (4.9)

AKS(O(z0:m0)), ld(wo, )| : 1 <1< ng}.

(v) Akojen €N in>ny+1, tada je

Ay, yn—1)]| < KA™6(O (w05 00)).

(vi)  Niz {yn} je Cauchyev i za m >mn > ng+ 1 vazi

)\n
- A

[, ym)l| < K T2 - 5003 00)).

Dokaz: Izaberimo ng € N tako da je max{\"0 K, \"0 K2} < 1.
(i) Nekasui,j,neN, n>nying<i,j<n. Postoji
51 € {d(ng‘—1,g$j—1)7d(gxz‘—hgxz%d(gfﬂz'—l,gmj),d(gwj—1,g$j),

d(gwj—l,gl’i)} C O(zg;n)

tako da je
d(yi,y;) = d(gxi, gzj) < Asi.
Sada, postoji s2 € O(xg;n) tako da je s; < Asg. Dakle,

d(yi,yj) < Nso.
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Ukoliko ng puta ponovimo ovaj postupak, dobijamo
d(Yi, yj) < A" 8n,
za neko s,, € O(xo;n). Prema tome,
1y, yi) | < KX [snq || < 6(O(20; ), (4.10)
i (7) sledi direktno.

(77) Ocigledno je da tvrdenje (ii) sledi iz (7).

(7i1) Na osnovu (ii) zaklju¢ujemo da je potrebno posmatrati tri slucaja.

Slucaj 1. Ako je 6(O(zo;n)) = ||d(yo, k)|, za neko k € N tako da je
1 <k <ng, tada je

5(0(0;)) < maxc{l|d(yo, w)]| : 1 < 1 < no}.

Slucaj 2. Ako je 6(O(zo;n)) = ||d(yo,yr)|l, za ncko k € N tako da je

ng < k < n, tada je
d(Yo, Yk) < d(Y0s Yno+1) + d(Yno+1, Yk)-
Iz (4.10) sledi
3(O(xo;n)) < K|d(yo, yng+1)l| + X" K25(O (o3 n)).

Prema tome,

K
(0203 n)) < Tz 1400, Ymo+1) I

Slucaj 3. Ako je 6(O(zo;n)) = ||d(yi,yj)|l, za i, € N za koje je 1 <
1,7 < ng, tada je
d(ylay]) S ASl,

za neko s € {d(a,b) : a,b € O(xo;np)}. Dakle,

0(O(zp;n)) < AKI(O(z0;np))-
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Ovim smo pokazali da vazi (7i).
(7v) Na osnovu (iii), tvrdenje (iv) sledi direktno.
(v) Zan>mng+1, vazi
d(Yns Yn—1) < ASpn—1,
za neko s, 1 € {d(yn+1,yn), Ad(Yn+1y Yn—1), d(yn,yn_l),()}. Takode,
d(Ynt+1,Yn) < ASnnils
gde je spni1 € {d(yn+27yn+1)7 d(Yn+2,Yn)s A(Yn+1, yn)’o} Sada je,
Ad(Ynt1,Yn-1) < ASn—1,n+1,
gde je
Sn—1,n+1 € {d(?/n+2, Yn)s A(Yn+2; Yn+1)s A(Ynt2, Yn—1),
d(ymyn—i-l)vd(ymyn—l)}'
Prema tome,
(Y, Y1) < A2,
gde je
322,3%1 € {d(ynvynfl)’d(yn+1ayn),d(yn+1aynfl)vd(yn+2ayn+1)a
d(yn+2,yn),d(yn+2,yn_1),0}.
Nastavljajuéi ovaj postupak, posle ng koraka, dobijamo
(Y, yn1) < A0 (4.11)

gde je Sizng)—l € Ui Ul {d(Yn+js Yn—1+4) }-

Prema tome,

1d(Yns yn—1)|| < KX"8(O(20; 00)).



162 Glava 4: Uopstenja kontraktivnih preslikavanja

(vi) Na osnovu (4.11), za m > n > ng + 1 sledi

d(yrm ym) < d(@/m yn-l—l) + d(yn—i—la yn+2> + ...+ d(ym—h ym)

m—n—1

)\n+k (n+k)
2 : n+k+1 n+k*
Kako je konus P normalan, vazi

(n+k)
I, )| < KX | Z s i

)\Tl
1—-A

<K - 5(0(z0; 00)).

Prema tome, d(yn, ym) — 0, n,m — oo, i sledi niz {y,} je Cauchyev. O

Preslikavanje f : X — X, gde je (X,d) konusni metricki prostor je
neprekidno u z¢g € X ako iz z, — =z sledi f(z,) — f(x¢). Preslikavanje
f je neprekidno na X ako je neprekedno u x za svako x € X.

Teorema 4.1.6 Neka je (X, d) kompletan konusni metricki prostor i P nor-
malan konus. Neka su g, f : X — X preslikavanja koja medusobno komuti-
raju, bar jedno od preslikavanja je neprekidno i vaze (4.7) i (4.8). Neka je
{yn} niz definisan u Lemi 4.1.7 i lim,y, =y € X. Tada f i g imaju jedin-
stvenu zajednicku fiksnu tacku u iz X. Ako je f neprekidna funkcija, tada je
u = gy = fy, a ako je funkcija g neprekidna, tada je u =y.

Dokaz: Na osnovu Leme 4.1.7 (vi), niz {y,} je Cauchyev. Kako je X kom-
pletan konusni metri¢ki prostor, postoji y € X tako da niz {y, } konvergira ka

Y.
Neka je funkcija f neprekidna. Dokazimo da je fy = gy. Kako je g(z,,) =
Yn, sledi

d(fy,gy) = lim d(fgzn, gy)- (4.12)

Dakle, za svako n € N, postoji

sn € {d(F 20, Fy),d(f 220 gf20), d(f 220, gy). d(Fy, g f20). d( fy. 99) }
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tako da je

d(fgan, gy) = d(gfxn, gy) < Asn. (4.13)

Ocigledno su elementi niza {s, } oblika d(f2x,, fvy), d(f*zn, gfzn), d(f>2n, gy),
d(fy,gfzy) ili d(fy,gy). Posmatrajmo podnizove {sy;}, i = 1,2,...,5, niza
{sn}, definisane tako da su svi elementi podniza {s,;}, i = 1,2,...,5, ob-

lika d(f?xy, fy), d(f*2n, gfzn), d(f*2n, gy),d(fy, gfzn) ili d(fy,gy), redom.
Ocigledno, limy, s,; =0, 4 = 1,2,4 i lim, s,,; = d(fy,gy), i = 3,5. 1z (4.12) i
(4.13) sledi d(gy, fy) =0, tj. fy = gy. Uocimo da je

d(99y, gy) < Av,

za neko

ve{d(fay, fy),d(fay,99y),d(fy. gy).
d(fgy, 9y),d(fy,99y)} = {d(g99y, 9y),0}.

Sada je d(ggy,gy) = 0, tj. ggy = gy. Dakle, fgy = gfy = g9y = gy, tj. gy je
zajednicka fiksna tacka za preslikavanja f i g.

Razmotrimo slucaj kada je funkcija g neprekidna. Dokazac¢emo da je u
ovom sluc¢aju y zajednicka fiksna tacka za preslikavanja f i ¢g. Znamo da
frn, — yigzr, — y. Kako je g neprekidna funkcija, vazi gfz, — gy i
fgxy, — gy. Sada, na isti na¢in kao u prvom delu dokaza, imamo da je gy =y
na osnovu sledeée jednakosti:

d(gy,y) = lim_d(g”zn, grn) = 0.
Kako (4.8) vazi, sledi da postoji y' € X tako da je y = gy = fy'. Sada je
d(g*xn, 9y') < As
gde je
s € {d(fgwn, 1Y), d(f 920, 6%w0). d(f 90, 99, (LY g%0n), d(fY' 91 }.

Sliéno pokazujemo da d(g%z,, gy') — 0, (n — 00), te je gy = gy’ = y. Dakle,
fy = fgy = gfy = gy = y. Jedinstvenost zajednicke fiksne tacke sledi na
osnovu (4.7). O



164 Glava 4: Uopstenja kontraktivnih preslikavanja

Napomena 4.1.3 Ako u Teoremi 4.1.6, uzmemo E =R, P = [0,00), d(z,y) =
|z —yl, z,y € R, dobijamo sledeéu posledicu koja predstavlja uopstenje teoreme

Dasa i Naika [46].

Posledica 4.1.4 Neka je (X,p) kompletan metricki prostor, f : X — X
neprekidna funkcija © g : X — X preslikavanje koje komutira sa f. Ako
funkcije f i g zadovoljavaju uslov g(X) C f(X) i ako postoji A € (0,1) tako
da za svako x,y € X wvazi

p(gz, gy) < X Mpy(z,y), (4.14)

gde je

Mp(r,y) = max {p(ffc, fy),p(f:v,gx),p(frc,gy),p(fy,gy),p(fy,gw)},(4'15)

tada preslikavanja f i g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku.

Primetimo da je naSa pretpostavka da je bar jedna od funkcija f ili g nepre-
kidna, dok su Das i Naik koristili pretpostavku da je funkcija f neprekidna.

Takode, kao posledicu Teoreme 4.1.6 dobijamo glavni rezultat rada Huang
i Zhang ([70], Teorema 1).

Posledica 4.1.5 Neka je (X, d) kompletan konusni metricki prostor i P nor-
malan konus. Pretpostavimo da preslikavanje f : X — X zadovoljava sledeci
kontraktivan uslov

d(fz, fy) < Md(z,y), za svako z,y € X (4.16)

gde je X € [0,1) konstanta. Tada funkcija f ima jedinstvenu fiksnu tacku u X
i za svako x € X iterativni niz { fx} konvergira ka toj fiksnoj tacksi.

Teorema 4.1.7 Neka je (X,d) kompletan konusni metricki prostor i P nor-
malan konus. Neka je f : X — X preslikavanje za koje je f* neprekidno,
g9 f(X) = X tako da je gf(X) C f3(X), i f(g(z)) = g(f(x)) kada su
obe strane definisane. Ako postoji A € (0,1) tako da (4.7) wvazi za svako
x,y € f(X), tada preslikavanja f i g imaju zajednicku jedinstvenu fiksnu
tacku u 1z X.
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Dokaz: Neka je zg € f(X). Kao u dokazu Teoreme 4.1.6, definisimo niz {x,, }
iz f(X) tako da je fx,11 = grn = yn. Tada je
fyn = f92n = gfn = gyn—1 = 2n.

Na osnovu Leme 4.1.7, za n < m, immamo

n

(e, 2| < K2 6(0(a0; ).

Kao u dokazu Teoreme 4.1.6 dobijamo da je niz {z,} Cauchyev u X i
limz, =z € X.

Dokazimo da je f?z = gfz = u, i da je u jedinstvena, zajednicka fiksna
tacka za preslikavanja figu X.

Primetimo da je

d(fQngfzn) = d(gfzn—lygfzn) < )\317

za neko
s1 € {d(gfzn—Qagfzn—l)a d(gfzn—Qa gfzn)a d(gfzn—lv gfzn)v 0}
Sada,kao u dokazu Leme 4.1.7, dobijamo da je za svako n € N,

d(fZZna gfzn) = d(gfzn—la gfzn) < )\nizsn—Q

za neko
Sp—9 € {d(gfzi,gfzj) :0<i<n—1,1<j< n}

Prema tome, d(f%2,,g9fz,) — 0,n — 00, i f?2 = gfz. Na osnovu (4.7) sledi
9(gfz) = gfz, tj. gfz je fiksna tacka za preslikavanje g. Takode, f(gfz) =
9(f?2) = g(gfz) = gfz. Ovim je dokazano da je gfz zajednicka fiksna tacka
za preslikavanja f i g. O

Kao posledicu Teoreme 4.1.7, dobijamo Teoremu 3.1 rada [46].

Posledica 4.1.6 Neka je (X, p) kompletan metricki prostor i f : X — X
preslikavanje za koje je f? neprekidno. Neka je g : f(X) — X tako da je
gf(X) C fA(X) i f(g(x)) = g(f(x)) kada su obe strane definisane. Ako
postoji A € (0,1) tako da (4.14) vazi za svako x,y € f(X), tada preslikavanja
f i g imaju zajednicku jedinstvenu fiksnu tacku u iz X.
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Napomena 4.1.4 Uglavnom smo izlagali, u prethodnim odeljcima, rezultate
koji se odnose na izucavanje fiksnih tacaka preslikavanja na konusnim metric-
kim prostorima kada je odgovarajuci konus normalan. U literaturi postoje 1
anlogna istrazivanja i u slucaju kada konus nije normalan (videti [57], [58],

[66], [79], [88], [118], [120]).

4.2 Prostori sa w—rastojanjem

Pojam w—rastojanje, kao uopstenje metrike, uveden je i izuc¢avan u radu O.
Kada, T. Suzuki, W. Takahashi [86]. Oni su dali primere w—rastojanja i
poboljsali teoremu Caristija [27], Eklandov variacionalni princip [51] i nekon-
veksnu minimizacionu teoremu Takahashia [141].

Neka je X metricki prostor sa metrikom d. Funkcija p: X x X — [0, 00)
se naziva w—rastojanje na X ako zadovoljava sledeée uslove:

(1) p(x,z) < p(x,y) + py, 2), za svako z,y,z € X,

(2) za svako € > 0, postoji 6 > 0 tako da p(z,z) < 6 i p(z,y) < J§ povlaci
d(z,y) <ei

(3) za svako z € X, p(x,-) : X — [0,00) je poluneprekidna s donje strane.

Za realnu funkciju f definisanu na metrickom prostoru X kazemo da je
poluneprekidna sa donje strane u tacki xg iz X ako je ili iminf, _.., f(xy)
= o0 ili f(zo) <liminf,, ., f(x,), za svaki niz x,, € X za koji vazi z,, — xo.

Naveséemo nekoliko primera w—rastojanja (videti [86]).

Primer 4.2.1 Neka je (X,d) metricki prostor. Tada je metrika d, w—rasto-
jranje na X.

Primer 4.2.2 Neka je X normiran prostor sa normom ||-||. Tada je funkcija
p: XxX — [0,00) definisana sa p(z,y) = ||z||+|yll, zaxz,y € X w—rastojanje.

Primer 4.2.3 Neka je X normiran prostor sa normom || - |. Funkcija p :
X x X + [0,00) definisana sa p(z,y) = ||yl za x,y € X je w—rastojanje.

Sledeca lema, koju ¢emo koristiti, dokazana je u [86]:
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Lema 4.2.1 Neka je X metricki prostor sa metrikom d i p w-rastojanje na X.
Neka su {xn} i {yn} nizovi u X i {a,},{Bn} nizovi u [0,00) koji konvergiraju
ka 0. Za x,y,z € X, vaZe sledeca tvrdenja:

(i) Ako je p(zn,y) < an i p(xn,2) < By za svako n € N, tada je y = z.
Specijalno, ako je p(x,y) =0 i p(x,z) =0, tada je y = z.

(13) Ako je p(xn,yn) < ap @ p(Ty, 2) < Bn, 2za svako n € N, tada {y,} konver-
gira ka z.

(1i1) Ako je p(xy, Tm) < am, za svako n,m € N, m > n, tada je {z,} Cauchyev
niz.

(iv) Ak je p(y, xy) < ap za svako n € N, tada je {x,,} Cauchyev niz.

Napomena 4.2.1 Neka je X metricki prostor sa metrikom d i neka je p
w—rastojanje na X. Za E C X, definisimo 0,(E) = sup {p(z,y) : x,y € E}.

Ako f i g zadovoljavaju uslov g(X) C f(X), i ako je xo € X, tada postoji
x1 € X tako da je g(xo) = f(x1). Nastavljajuéi, za x, € X, postoji xp4+1 € X
za koje je g(xy) = f(zn41). Uvedimo sledece oznake: yn, = g(xy) 1

O(ZE[),'I’L) = {Z/O,yla "'7yn}7 O('IOaOO) = {3/073/17 }

4.2.1 Fiksne tacke za par preslikavanja

U ovom odeljku izlaémo pojedine rezultate iz rada Iliéa i Rakoceviéa [73]
a odnose se na izucavanje egzistencije fiksne tacke za par preslikavanja na
prostorima sa w—rastojanjem. Navedimo prvo nekoliko pomoc¢nih rezultata.

Lema 4.2.2 Neka je (X,d) metricki prostor, a f,g : X — X komutativna
preslikavangja od kogih je bar jedno neprekidno, i za koja vazi (2.99). Tada, za
svako y € X tako da je f(y) # g(y), vazi

inf{d(fx,y)—i—d(fx,gw):xeX} > 0.

Dokaz: Pretpostavimo da je f neprekidno preslikavanje i da postoji z € X
tako da je f(z) # g(z) i inf {d(fx, z)+d(fr,gx) :x € X} = 0. Tada postoji
niz {z,} u X tako da je

lim {d(fxn, z) + d(fxn,gmn)} =0.

n—oo
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sada d(fzy,z) = 01 d(fxn,gz,) — 0, isledi fz, — 21 gz, — 2. Kako je
d(fz,9z) =lim, d(fgzy,gz) i

d(fgan, gz) = d(gfzn, 92)
< Amax {d( 22, £2), d(f200, gfw0). d(f 220, 2),
d(fz92).d(fz 9fea) }

sledi
d(fz,92) < Md(fz,gz2).
Prema tome, za svako z € X, tako da je fz # gz, sledi

inf{d(fx,z)—i—d(fx,gx) ::UEX} > 0.

Razmotrimo slucaj kada je g neprekidna funkcija. Pretpostavimo da pos-
toji z € X tako da je f(z) # g(z) i inf {d(fa:,z) +d(fzr,gx) : x € X} = 0.
Tada postoji niz {z,,} u X tako da je

lim {d(fxn, z) + d(fa:n,gmn)} =0.

n—oo

Dakle, fx, — z i gx, — z. Kako je g neprekidno preslikavanje, gfx, — gz i
fgxr, — gz. Dakle,

A(g2wn, gn) < Amax {d(fgzn, f2), d(fgzn, g%00), d(fgn, g2),

d(fl’n, 923311)7 d(fl'na gl‘n) }7

te je
d(gz,z) < Md(gz, 2),

tj. gz = z. Iz g(X) C f(X) sledi postoji 2’ € X tako da je z = gz = f2/.
Sada je,

d(g*n, 97') < Amax {d(fgxn, F2),d(fgn, gwn), d(fg2n, 92'),
d(f2, g wa), (97},
te je gz = g2’ = 2. Prema tome,

fe=fg2' =gf =gz =2

sto je kontradikcija. O
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Lema 4.2.3 Neka je X metricki prostor i f : X — X preslikavanje tako da
je f? neprekidno i neka g : f(X) — X. Osmi toga, neka postoji A € (0,1)
tako da (2.99) wvazi, za svako x,y € f(X). Tada za svako z € X za koje je
22+ gfz, sledi

inf{d(w,z) +d(fx,gfz) x € X} > 0.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji z € X tako da je f2(2) # gf(2) i
inf {d(x,z) +d(f?z, gfz) :x € X} =0.
Tada postoji niz {z,,} u X tako da je

lim [d(xn, z) + d(men,gfxn)} =0.

n—oo

Prema tome, lim z,, = z i lim f%x, = limgfz, = f%2.

Osim toga,

A(gf2n, 9F2) < Amax {d(f2an, 22), d(f2n, g fon) d(f2n, 9 2),
A(f*2 9f2),d(f* gf ) .

Sada je
d(f?z,9f2) < Md(f*z,9f2).

Prema tome, f2z = gfz, §to je kontradikcija. O

Lema 4.2.4 Neka je X metricki prostor, f : X — X preslikavanje za koje je
f™ neprekidno, i neka je g : f™1(X) — X. Osim toga, neka postoji A € (0,1)
tako da (2.99) vazi za svako x,y € f(X). Tada, za svako z € X za koje je
[z # gf™ 'z, imamo

inf {d(a:, 2)+d(fmx, gf ") x € X} > 0.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji z € X tako da je f™(z) # gf™ '(z) i
inf{d(z,2) + d(f™x,gf™ '2): 2 € X} = 0. Tada postoji niz {z,} iz X tako
da je

lim {d(xn,2) + d(f"zn, gf™ ‘2,)} = 0.

n—o0
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m

Prema tome, lim, , = z i lim,, ™z, = lim, gf™ 'z, = f™z.

Osim toga,

d(gf™ oy, gfm12) <
< Amax{d(ff™ ap, fF2), d(ffT o, g ),
dff™ e, gf ™ 2), d(f ™ e, gf " 2) d(F T 2 g f ™ ) )

Prema tome,
d(f"z,gf ™ 2) < M(f"z gf ™ 2).

Sledi fmz = gf™ 'z, to je kontradikcija. Odavde sledi da za svako z € X,
za koje je fMz # gf™ 'z, vazi inf{d(x, 2) +d(fmx,gf™ 'x):x € X} > 0. O

Napomenimo (videti [82]) da su preslikavanja f i g na metrickom prostoru
(X, d) kompatibilna ako je

hqgn d(gfxn, fgxn) =0
uvek kada je {z,} niz iz X za koji je
lim gx,, = lim fx, = x
n n
za nako z € X.

Sledeé¢a lema se odnosi na par kompatibilnih preslikavanja.

Lema 4.2.5 Neka je X metricki prostor sa metrikom d i f,g: X — X kom-
patibilna preslikavanja. Ako je g neprekidno preslikavanje i vazi (2.99), tada
za svako z € X za koje je g(z) # z, vaZi

inf [d(gx,z) +d(fr,gz) :z € X} > 0.
Dokaz: Pretpostavimo da postoji z € X tako da je g(z) # z i

inf {d(gm, z2)+d(fr,gx):x € X} =0.
Tada postoji niz {x,} u X tako da je

lim [d(gwn, z) + d(fa:n,ga:n)} =0.

n—oo
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Kako je d(gzn,z) — 01 d(fzp,g9x,) — 0, sledi gz, — 2z i fx, — 2. Dakle,
gfon — gz, d(fgen,gfzn) = 01 fgz, — gz. Sada je

d(99%n, gry,) < Amax {d(fg:vn, fxn), d(f9zn, °20), d(f 920, 92n),
A(F 2, 990), d(fn, gn) |-

Dakle,
d(gz,z) < Ad(gz, 2),

§to je nemoguce. O

Na slican nac¢in pokazujemo i slede¢u lemu.

Lema 4.2.6 Neka je (X, d) metricki prostor, f,g: X — X, i neka vaZi (2.99).
Tada za svako z € X tako da je f(z) # g(z), vazi

inf {d(gaz, fz)+d(fzx,gx):z € X} > 0.

Lema 4.2.7 Neka je (X,d) metricki prostor i p w-rastojanje na X. Pret-
postavimo da za preslikavanja f,g: X — X za koja vazi g(X) C f(X) postoji
konstanta A € (0,1) tako da je za svako x,y € X

p(gz, gy) < AMpy(x,y), (4.17)

gde je
My(x,y) = max {p(fx, fy),p(fw,g:v),p(fy,gy),p(fw,gy),p(fy,g:v)}-

Ako xy € X, postoji x1 € X tako da je g(xo) = f(x1). Nastavljajuéi ovaj
postupak, za x, € X, postoji xn+1 € X tako da je g(x,) = f(xnt+1). Neka je
Yn = g(Tn).

Tada

(1) Za svako xg € X, n €N, i,5 €N, 4,5 <n, imamo

(i yj) < A0p(O(wo,n)).
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(ii)  Za svako xy € X in € N, postoji k,l € N gde je k,l < n tako da je
9p(O(zo,n)) = max {p(yo, yo),p(yo,yk),p(yz,yo)}-

(ii1)  Za svako xg € X,
,(O(0, ) < (1= A)" - aao).

gde je a(zo) = p(yo, yo) + p(vo, y1) + p(y1, vo)-

(ZU) p(yn—layn) < )\nil(l - )\)71 : CL(.ZL‘()).
(v)  Za svako x € X, niz {y,}5°, je Cauchyev. Ako {y,}5° | konvergira
ka y € X, tada je

P(Yn-1,y) < lim infp(y-1,9m) <A1 =N - alzo).  (4.18)

Dokaz: (i) Nekajexe X,neNiijeN, ij<n. Tada,
p(Wis yj) < AMp(i, ;)

<)\max{ fwlvf:E] f:l"’t7yl) (ijay])vp(f'rlvy])7p(f$]>yl)}

<>\maX{p Yie1,Yj—1) P(Yi—1,Yi)» DY -1, Yj)

p(yivy] <)‘maX pyz 1, y] y] 1ayz)}
< Adp(O(wo, n))-

(17) Ocigledno, (i7) sledi iz (4).
(131) Iz (i7) sledi
8p(O(o,)) = max {p(yo, 90), Py i) Py 0) |

za neko 1 <14,7 <n.
Ako je 6,(O(zo,n)) = p(yo, yo), dobijamo

0p(O(x0,m)) < (1= A)~"p(y0, %0)-
Ako je (51)(0(3307 n)) = p(y07 yz)» tada je

op(O(w0,n)) = p(yo,yi) < p(yo,y1) + py1, i) < pYo, y1) + Adp(O(x0,n)),
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8p(O(x0,m)) < (1= X)""p(yo, 11)-
Ako je 0,(O(z0,n)) = p(yi, o), tada je
p(O(w0,n)) = p(Yi, Yo) < P(Yi, y1) + p(Y1,Y0) < Adp(O(z0,n)) + p(Y1,Y0)-
Prema tome, iz (i) sledi
8p(O(x0,m)) < (1= X)""p(y1,v0)-

Ovim smo dokazali (7i).
(iv) Kako je

P(Yn—1,yn) < Amax {p(yn—m Yn—1)s P(Yn—1,Yn),
(4.19)
P(Yn—2,Yn), P(Yn—1, yn_1)}

p(yn—2> yn) < Amax {p(yn—?n yn—l)ap(yn—& yn—2)ap(yn—1> yn)a

p(yn—37 yn)7p(yn—17 yn—?)}a

P(Yn—1,Yn—1) < Amax {p(yn_z, Yn—2)s P(Yn—2, Yn—1)s D(Yn—2, Yn—1),
P(yn—% yn—1)7p(yn—25 yn—l)}7

imamo

P(Yn—1,Yn) SA?maX{p(yi,yj): n—-3<i<n—-1,n-2<j Sn}
. <

IN

<X Zmax {p(ys,y) : 1<i<n—1,2<j<n}.

Sada iz (i) 1 (i74) sledi (iv).

(v) Pretpostavimo da je m > n. Iz (iv), sledi
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PWUn—1,Ym) < PWn—1,Yn) + PWns Yns1) + o + P(Ym—1, Ym)

n—m-+1
= > PWn—krYnks1)
k=1
n—m-+1 (4.20)
< Z AR — N7 a(a)
k=1
An—l
< — - .
Soe )

Na osnovu Leme 4.2.1 (7i4), {y,} je Cauchyev niz koji konvergirakay € X.
Sada iz (4.20) sledi (4.18). O

Teorema 4.2.1 Neka je X kompletan metricki prostor sa metrikom d i p w-

rastojanje na X. Neka su f,g : X — X komutativna preslikavanja, za koja
vazi (4.17) i g(X) C f(X), i neka je

(i) za svakoy € X za koje je f(y) # g(y).

inf{p(fx,y)+p(fx,g:z:)::UGX} > 0.

Preslikavanja f i g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tackuu € X ip(u,u) =
0.

Dokaz: Konstruisimo niz {z,,} iz X na sledeéi nac¢in: Za proizvoljno xg € X

postoji x; € X tako da je g(xp) = f(z1). Nastavljajuéi na ovaj nacin, za

xn € X, postoji x,41 tako da je g(x,) = f(xp41). Oznacimo sa y, = ga,.
Na osnovu (4.20) koriste¢i Lemu 4.2.1 (4i), dobijamo da je niz {y,}

Cauchyev. Kako je X kompletan metricki prostor, postoji y € X tako da
{yn} konvergira ka y.

Dokazimo da je fy = gy. Pretpostavimo da je fy # gy. Na osnovu (i),
(4.18) i (4.19) sledi

0<inf{p(fx,y)—|—p(fx,g:v):x GX}

<inf {p(f:vn,y) +p(frn, gzn) 1 n € N}
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(2 — Na(xo)
<STaoa
=0,

- inf {)\"72 in € N}

§to je nemoguce. Prema tome, fy = gy.
Sada je,
p(9y, 9y) < AMp(y.y) = Ap(gy, 9y),
te je p(gy, gy) = 0. Analogno se moze dokazati da je p(g*y, g*y) = 0.
Prema tome,

p(gy, 6*y) < AM,(y, gy)
= Amax {p(gy, 7*vy), p(°y, 9v), p(9*y, 9°), p(gy, gy)}

= Amax p(gy,gzy),p(fy,gy)} (4.21)

p(g%y, 9y) < AMp(gy,y) = Amax {p(gy,fy),p(gzy,gy)} (4.22)

Iz (4.21) i (4.22), sledi p(gy,9%y) = 0 i p(¢®y,g9y) = 0. Na osnovu

p(9y,9%y) = 0 i p(gy,gy) = 0 i Leme 4.2.1 (i), dobijamo da je g*y = gy.
Dakle, g%y = gy tj., g(y) je fiksna tacka za preslikavanje g. Sada je,

f9y = afy =gy = gy,
te je g(y) i fiksna tacka za preslikavanja f. Oznac¢imo sa u = g(y).

Da bismo dokazali jedinstvenost zajednicke fiksne tacke preslikavanja f i
g, pretpostavimo da postoji v € X tako da je fv = gv =v. Sada je,

p(v,v) = p(gv, gv)
< Amax {p(fv, fv),p(fv, gv), p(fv, gv), p(fv, gv), p(fv, gv)}
= Ap(v,v).
Prema tome, p(v,v) = 0. Osim toga
p(u,v) = p(gu, gv)
< Amax { p(u,0), p(u, ), p(v, 0), p(u, v), plv,u) }
= Amax {p(u, v), p(v, u)}
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p(v,u) < Amax {p(u, v), p(v, u)}

Sledi, p(u,v) = p(v,u) = 0. Iz (ii), sledi v = v i p(u,u) = 0. O

Napomena 4.2.2 Ukoliko u Teoremi 4.2.1 posmatramo specijalan slucaj kada
jep =d, koriséenjem Leme 4.2.2 dobijamo uopstenje Teoreme 2.11.1. Po pret-
postavci su ili f ili g neprekidne funkcije, dok su Das © Naik posmatrali slucaj
kada je samo [ neprekidna funkcija.

Teorema 4.2.2 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor sa metrikom d, p
w-rastojanje na X, f : X — X, g : f(X) — X preslikavanja za koja vazi
gf(X) C fA(X), i f(g(z)) = g(f(x)). Neka postoji A € (0,1) tako da (4.17)
vazi za svako x,y € f(X). Ako za z € X, za koje je f?z # gfz, imamo

inf {p(x,z) +p(f2z, gfz) x € X} > 0,
tada preslikavanja f i g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku u € X 1

p(u,u) = 0.

Dokaz: Neka je zp € f(X). Kao u dokazu Teoreme 4.2.1, definisimo niz {z,}
iz f(X) tako da je fr,11 = gxn = yn. Sada je

Jyn = f92n = gfn = gyn—1 = zn.
Na osnovu Leme 4.2.7 (v), za n < m, imamo da je

n—1
onezn) < e - (Pe0n0) +(0,2) +0(e1,20)).

Na osnovu Leme 4.2.1, sledi {z,} je Cauchyev niz u X ilimz, =z € X.

Dokazimo da je f2z = gfz = u, da je u zajednicka fiksna tacka preslika-
vanja figu X,idaje p(u,u) =0.

Primetimo da je

p(f2zm gfzn) = p(gfznfla gfzn)
< A max {p(gfzn—27gfzn—1)7p(gfzn—17gfzn)7

p(gfzn—Q,gfzn)7p(gfzn—1, ngn—l)}-
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Kao u dokazu Leme 4.2.7, dobijamo
p(f*20,9f 2) = P(9f 201, 9.f 2n)
D max{p(gfzi,gfzj) :0<i<n—1,1<5< n}
Prema tome, p(f22,,9fz,) — 0,n — co. Osim toga,
p(zn,z) < lim inf p(zy, 2m)
m—00

An—l
< (T— N2 : <p(2’072'0) + p(20, 21) —I—p(zl,z())) — 0,n — oo.

Pretpostavimo da je f2z # ¢gfz. Na osnovu pretpostavke teoreme imamo
0 < inf {p(m,z) +p(f2z, gfz) € X}
< inf {p(zn, 2) + p(f22n,9fzn) in € N}
<inf{\"'ineN}.c=0,
gde je
c:maX{p(gfzz»gfzj) :0<i<n—-1,1<5< n}
+(1 =077+ (p(0:20) + (a0, 21) +pl1, 20) ).

Prema tome, dosli smo do konttradikcije, i sledi f2z = ¢gfz. Lako se proverava
da je p(9fz,9f2) =0 i p(g°fz,9°fz) = 0.
Takode vazi,

p(g*fz,9fz) < Amax {p(ngz, 9fz2),p(9fz g2f2)},

p(9fz g*fz) < Amax {p(Qsz,ng)ap(gfz,g2f2)}

odakle je p(g%fz,gfz) = p(gfz, g>fz) = 0. Sada je na osnovu Leme 4.2.1(3),
9(9fz) = gfz, tj. gfz je fiksna tacka preslikavanja g. Takode je, f(gfz) =
g(f?2) = g(gfz) = gfz. Prema tome, gfz je zajednicka fiksna tacka preslika-
vanja figip(gfz,g9fz) =0.

Jedinstvenost zajednicke fiksne tacke preslikavanja f i g sledi na osnovu
dokaza Teoreme 4.2.1. O

Kao posledicu, dobijamo teoremu 3.1 iz rada [46]:
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Posledica 4.2.1 Neka je X kompletan metricki prostor sa metrikom d i f :
X — X preslikavanje tako da je f? neprekidno. Neka je g : f(X) — X
preslikavanje za koje vazi gf(X) C f2(X) i f(g(x)) = g(f(x)). Ako postoji
A€ (0,1) tako da (2.99) vazi za svako x,y € f(X), tada preslikavanja f i g
imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku u iz X.

Kao posledicu prethodne teoreme dobijamo i rezultat koji je uopstenje
rezultata iz rada [147] (Lemma 2.5 iz [147]):

Posledica 4.2.2 Neka je X kompletan metricki prostor sa metrikom d i p
w-rastojanje na X. Neka su f,g: X — X komutativna preslikavanja, za koja
su ispunjeni uslovi (2.93) i (4.17). Ako za svako z € X za koje je f?z # gfz,

1mamo
inf {p(a:,z) +p(f2z, gfx) x € X} > 0,
tada preslikavanja f i g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku u € X 1

p(u,u) = 0.

Dokaz: Ocigledno iz fgr = gfrig(X) C f(X)sledi gf(X) C f3(X). Prema
tome, svi uslovi Teoreme 4.2.2 su ispunjeni. O

Posledica 4.2.3 Neka je X kompletan metricki prostor sa metrikom d i p
w-rastojanje na X. Neka su f: X +— X ig: f*" YX) — X preslikavanja za
koja vazi g(fm (X)) C f™(X) i neka g i f komutiraju. Ako postoji A € (0,1)
tako da (4.17) vazi za svako x,y € f™1(X) i ako za svako z € X za koje je
fmz # gf™ 2z, imamo

inf {p(x, 2)+p(fma,gfmx) e X} > 0,

tada preslikavanja f i g itmaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku v v X i
p(u,u) = 0.

Dokaz: Dokaz je slican dokazu Teoreme 4.2.2. O

Koriste¢i Lemu 4.2.4 i Posledicu 4.2.3, dobijamo slede¢u posledicu:
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Posledica 4.2.4 Neka je X kompletan metricki prostor, f : X — X preslika-
vanje za koje je ™, m € N neprekidno i neka je g : f™ (X)) — X preslika-
vanje za koje je g(fm (X)) C f™(X) i neka preslikavanja g i f komutiraju.
Ako postoji A € (0,1) tako da (4.17) vaZi za svako x,y € fm™ 1(X), tada
preslikavanga f i g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku u u X.

Teorema 4.2.3 Neka je X kompletan metricki prostor sa metrikom d i p w-
rastojanje na X. Neka je g : X — X neprekidno preslikavanje i f : X — X
preslikavange koje je kompatibilno sa g. Neka preslikavanja f i g zadovoljavaju

g9(X) C f(X) i(4.17). Ako
(1) za svako z € X za koje je g(z) # z, vaZi
inf {p(gx, z2)+p(fx,gx):x € X} >0,
(17) za svako z € X za koje je f(z) # g(z), vazi
inf {p(gm, fz)+p(fr,gz) x € X} > 0.
tada f i g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku u iz X i p(u,u) = 0.

Dokaz: Neka je y, niz konstruisan u dokazu Teoreme 4.2.1. Postoji y € X
tako da {y,} konvergira ka y. Pretpostavimo da je gy # y. Na osnovu (i),
Leme 4.2.7 (iv) i (v), sledi

0<1nf{pgwy +p(fx,gx) : xeX}
f{p (920, y) + p(f2n, g2n) : nGN}
1nf{ P(Ynsy) + D(Yn—1,Yn) : nGN}

<2(Ii))\5§0) inf {\""2: n € N}

\ /\

=0.

Prema tome, gy = y. Iz g(X) C f(X), sledi da postoji ¥ € X tako da je
y =gy = fy'. Zato je

inf {p(gx, fy') +p(fe,gz):x e X}

= inf {p(g:ﬁ,y) +p(fz,g7) x € X}
=0.
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Iz (i1) sledi fy' = gy’. Sada imamo, (Lemal [91]) da je
fy="roy' =afy =gy =vy.

Jedinstvenost zajednicke fiksne tacke preslikavanja f i g sledi na osnovu
Teoreme 4.2.1. O

Kao posledicu prethodne teoreme i Teoreme 4.2.1 koriste¢i Lemu 4.2.2 i
Lemu 4.2.6, dobijamo Teoremu 4 iz rada [91]:

Posledica 4.2.5 Neka je X kompletan metricki prostor, f,g : X — X kom-
patibilna preslikavanja za koja vaze (2.93) i (2.94). Ako je jedno od preslika-
vanga f ili g neprekidno, tada f i g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku
uX.

Takahashi [141] je 1970. godine definisao pojam konveksnosti u metrick-
im prostorima i uopstio poznate rezultate vezane za fiksnu tacku preslikavanja
na Banachovim prostorima.

Neka je X metricki prostor i I = [0, 1] segment na realnoj pravoj. Funkcija
W : X x X x I~ X je konveksna struktura (u smislu Takahashia) na X ako
vazi

d(z,W(z,y,\)) < Xd(z,z) + (1 — N)d(z,y)

za svako z,y,z € X i A € I. Ako je na metrickom prostoru (X,d) defin-
isana Takahashieva konveksna struktura, tada kazemo da je X Takahashiev
konveksni metricki prostor, ili metricki prostor hiperbolickog tipa.

Ako je (X, d) Takahashiev konveksni metricki prostor, tada za z,y € X
definiSemo:

seglz,y] = {W(a:,y,)\) : A €0, 1]}

Ocigledno, svaki konveksni podskup normiranog prostora je konveksni
metricki prostor sa definisanom konveksnom strukturom Wi(z,y,\) = Az +

(I —=A)y.

U sledecoj teoremi su izlozeni rezultati vezani za preslikavanja iz C' u X.
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Teorema 4.2.4 Neka je (X,d) kompletan Takahashiev konveksni metricki
prostor sa konveksnom structurom W koja je meprekidna po treéoj promen-
ljivoj, C' neprazan zatvoren podskup od X, ¢iji je rub OC # 0. Neka je p
w-rastojanje na X, tako da za u,x,y € X i z € seg[x,y] imamo

p(u, z) < max {p(u, x),p(u,y)}. (4.23)

Nekajeg:C— X, f: X— X, f:Cw— C,ifigmedusobno komutiraju
na C. Pretpostavimo da f i g zadovoljavaju sledeée uslove:

1) Postoji X\ € (0,1) tako da za svako x,y € C, vazi
()
p(gz, gy) < AMp(z,y),

gde je

Mpy(z,y) = max {p(frv, fy),p(fw,gx),p(fy,gy),p(fw,gy),p(fy,gw)}-

(ii)
o0 C f(C), (4.24)

(iii)
g9(C) () € c £(O), (4.25)

(iv)
f(z) € 0C = ¢g(z) € C. (4.26)

(v) Za svako  z € C za koje je f(z) # g(z), imamo

inf {p(f:c,z) +p(fz,gz) 12 € C} > 0.

Tada f i g imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tacku u € C i p(u,u) = 0.
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Dokaz. Izaberimo proizvoljnu tacku w € 9C, i konstruisimo niz {z,} iz C na
sledeé¢i nac¢in: Iz (4.24) sledi postoji zg € C tako da je f(zp) = w. Sada, na
osnovu (4.26) sledi g(xg) € C. Dakle, iz (4.25) imamo da postoji x; € C tako
daje f(z1) = g(zo). Ako je g(z1) € C, iz (4.25) sledi postoji z2 € C tako da je
f(x2) = g(x1). Ako g(x1) € C, na osnovu neprekidnosti funkcije W po trecoj
promenljivoj, postoji A11 € [0, 1] tako da je

W(f(z1),9(z1), A1) € OC Nseg|f(x1), g(x1)]-
Na osnovu (4.24) postoji zo € C' za koje je f(x2) = W(f(x1),9(x1), A\11)-

Ako smo odredili n ¢lanova ovog niza, (n + 1)-vi definiSemo na sledec¢i
nacin: Ako je g(z,) € C, iz (4.25) sledi f(xp+1) = g(xy) za neko x,41 € C;
Ako g(zy,) & C, postoji Apy € [0, 1] tako da je

W(f(xn), g(xn), Ann) € OC N seg[f(zn), g(xn)]-

Na osnovu (4.24) izaberimo z,41 € 0C tako da je

f(xn—‘rl) = W(f<$n)7g(xn)7 )\nn)
Nastavljajuéi postupak, konstruisemo niz {z,} iz C.
Dokazimo da su f(z,) i g(x,) Cauchyevi nizovi.

Najpre dokazimo da vazi slede¢a implikacija:
f(@n+1) # g(xn) = f(2n) = g(Tn-1). (4.27)

Pretpostavimo suprotno, neka je f(zp+1) # g(xn) 1 f(xn) # g(@n—1).
Tada je x, € 0C. Na osnovu (4.25), sledi g(z,,) € C, te je f(xnt1) = g(zn),
sto je kontradikcija. Dakle, sledi (4.27).

Oznacimo sa
B(n.k) = {f(z;),9(z;) : n < j < n+ k],
b(n, k) = dp(B(n, k)),
B(n) = {f(@;), 9(x;) : n < i},
b(n) = 6y (B(n))
i primetimo da b(n,k) 1 b(n) kada k& — oo i b(n) |. Dakle, niz {b(n)} je

konvergentan i neka je b = lim, b(n) > 0. Da bismo pokazali da su nizovi
f(zpn) 1 g(zy) Cauchyevi, dovoljno je pokazati da je b = 0.
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Pokazimo najpre da je

b(n,k) < Xo(n—2,k+2), n,k>2. (4.28)

Da bismo dokazali (4.28) potrebno je posmatrati tri slucaja:

1. b(n,k) =p(f(zi),9(z;)), zan <i,j<n+k.
ako je f(zi) = g(zi-1), tada je

b(n, k) =p(g(zi-1),9(z;)) < AMp(xi—1,2;) < Xb(n — 2,k +2).

ako je f(zi) # g(wi-1), tada je f(zi—1) = g(zi—2) i f(@:) € seg[f(wi-1),
g(zi—1)] = seglg(xi—2), g(x;—1)]. Dakle,

b, k) = p(f (1), 9(z;)) < masx {plo(ri—2). 9(z). plorir). ()
< Amax {Mp(xi_g,xj), Mp(xi_l,acj)} < No(n—2,k+2).

2. b(n,k)=p(f(z;),d(f(xj)), zan <i,j<n+k.

ako je f(z;) = g(xj_1), tada se slucaj 2 svodi na slucaj 1.

ako je f(x;) # g(xj—1), tada kao u slucaju 1 imamo j > 2, f(z;—1) = g(xj—2),
i

f(a;) € 0C () seglg(xj—2), g(x;-1)].

Prema tome,

b(n, k) = p(f(22), f(2)) < max {p(f(1), 9(25-2), p(f (1), 9(5-1)) }

i slucaj 2 se svodi na slucaj 1.

3. Slucaj kada je b(n, k) = p(g(xi), g(x;)), zan <i,j <n+k je trivijalan.

Ako uzmemo k — oo u (4.28) dobijamo b(n) < Ab(n — 2), a ako sada u
dobijenoj nejednakosti uzmemo da n — oo, dobijamo b < Ab. Dakle, b = 0.
Kao u dokazu Teoreme 4.2.1 zakljuéujemo da su nizovi {f(z,)} i {g(zn)}
Cauchyevi. Kako je f(z,) € C, a C je zatvoren podskup kompletnog prostora
X, zaklju¢ujemo da je lim f(z,) = y € C. Takode je limg(z,) = y. Kao
u dokazu Teoreme 4.2.1, dobijamo da je f(y) = g(y). Ovim dokazujemo da
preslikavanja f i g imaju zajednicku fiksnu tacku y. O
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Napomena 4.2.3 Primetimo da w—rastojanje p iz Primera 4.2.1, 4.2.2 1
4.2.8 zadovoljavaju uslov (4.23). Takode i w—rastojanje p iz Primera 6 u [86],
zadovoljava uslov (4.23).

Napomena 4.2.4 U Teoremi 4.2.4, za f = Ix, dobijamo Teoremu 2.13.1.

4.3 Parcijalni metricki prostori

Postoje mnogo uopstenja pojma metrickog prostora. Matthews [101] je uveo
pojam parcijalnih metrickih prostora, sa ciljem njihovog primenjivanja u veri-
fikovanju programskih kodova. Prosirio je Banachovu teoremu o kontrakcijama
na slucaj kompletnih parcijalnih metrickih prostora.

Posle toga, mnogi autori su istrazivali fikusne tacke za preslikavanja na
parcijalnim metrickim prostorima (videti na primer [9], [25], [107], [115], [124]).
U [25], [26], [102], [115], [125], [132], je ukazano na vezu izmedu topologije
parcijalne metrike i teorije domena.

Kroz ovu sekciju ée se oznake R, RT, Q, N odnositi, respektivno, na
skupove relanih, nenegativnih realnih, racionalnih i prirodnih brojeva.

Neka je X neprazan skup. Preslikavanje p : X x X — R™ je parcijalna
metrika na X ([101]) ako su za svako x,y,z € X zadovoljena slede¢a Cetiri
uslova:

(P1) & = y ako i samo ako je p(z, z) = p(y, y) = p(z,y)
(P2) p(z,z) < p(z,y)

(P3) p(z,y) = p(y, v)
(P4) p(z,2) < p(z,y) +p(y, 2) — p(y,y)-

Uredeni par (X, p) se naziva parcijalni metricki prostor.

Ocigledno, ako je p(z,y) =0, iz (P1) i (P2) sledi z = y. Medutim, ako je
x =1y, p(z,y) ne mora biti 0.

Niz {zp,}3_, elemenata prostora X je p—Cauchyev ako grani¢na vred-
nost lim p(xy,, z,,) postoji i kona¢na je. Parcijalni metricki prostor (X, p) je
m,n

kompletan ako za svaki p—Cauchyev niz {z,,}>°_, postoji z € X tako da je

p(z,2) = limp(z, xn) = imp(ap, T). (4.29)
n n,m
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Ako je (X, p) parcijalni metricki prostor, tada je

ps(x,y):2p(x,y)—p(m,x)—p(y,y), xay6X>

metrika u X. Niz {z, },>1 konvergira ka z € X u odnosu na metriku p°®, ako
i samo ako vazi (4.29). (X,p) je kompletan parcijalni metricki prostor ako i
samo ako je (X, p®) kompletan metricki prostor (videti [101, 107]).

Niz {x, } u parcijalnom metrickom prostoru (X, p), se naziva 0—Cauchyev
(videti npr. [124]) ako je }}LIT,%p(w”’ Tm) = 0. Kazemo da je (X, p) 0—kompletan
ako svaki 0—Cauchyev niz w X konvergira, u odnosu na p, ka x € X pri ¢emu
je p(z,z) = 0. Primetimo da je svaki 0—Cauchyev niz u (X, p) Cauchyev i u
(X, p®), i da je svaki kompletan parcijalni metri¢ki prostor 0—kompletan. Par-
cijalan metricki prostor (X, p), gde je X = QN [0, +00) i p(z,y) = max{z,y}
za x,y > 0, je primer 0—kompletnog parcijalnog metrickog prostora koji nije
kompletan.

Za parcijalan metricki prostor (X, p) i preslikavanje 7' : X — X uvodimo
sledece oznake:
Xp:=A{z € X| p(z,z) = p(z,Tx)},
pr = inf{p(z,x)| z € Xr},
e = inf p(T'z, T ),
7

gde uzimamo da je inf() = 0. Uocimo da ukoliko je p metrika, tada je X
upravo skup fiksnih tac¢aka preslikavanja 7.

Slede¢a dva primera parcijalnih metrickih prostora preuzeta su iz [101].

Primer 4.3.1 Ako je X := {[a,b]| a,b € R, a < b} tada je sa p([a,b], [c,d]) =
max{b,d} — min{a, b} definisana parcijalna metrika p na X.

Primer 4.3.2 Neka je X := RNy U R{O’l""’”_l}, gde je Ny skup nenega-
n>1
tivnih celih brojeva.

Oznacimo sa L(z) skup {0,1,...,n} ako je z € RILm=1} za nekon € N,
odnosno skup Ny ako je 2 € RN, Tada je sa

p(z,y) =inf{27"i € L(z) N L(y) i Vj € No (j <i= z(j) =y(j))},

odredena parcijalna metrika na X.
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Neka je pp := inf{p(z,y) : z,y € X} = inf{p(z,2) 1z € X} i X, :={z €
X : p(z,z) = pp}. Primetimo da X, moze biti prazan skup.

Primer 4.3.3 Neka je (X,d) parcijalan metricki prostor, a > 01 f : X —
[0,a) proizvoljno preslikavanje. Za x,y € X, z # y, definisemo p(z,y) =
d(xz,y) + a, i p(z,z) = f(z). Tada je (X,p) parcijalan metricki prostor
sto je lako pokazati. Ako je b := sup f[X] < a tada, posmatrajuéi niz
{n}n>1, vocavamo da je limsup p(zp,xn) < b < a i p(zp,zm) > a kad
god je x, # x,,. Dakle, ne postoji nestacionarni p—Cauchyev niz. Dakle,
(X,p) je kompletan. Dalje, ako inf f[X] ¢ f[X], ne postoji z € X za koje je
p(z,2) = inf{p(z,z)| v € X}.

4.3.1 Prosirenja Banachovog principa kontrakcije
U ovoj sekciji izlazemo pojedine rezultate Ilica, Pavloviéa i Rakiceviéa [75].

Oni predstavljaju prosirenje Banachovog kontraktivnog principa, kao i neke
generalizacije Matthewsove teoreme o fiksnoj tacki.

Teorema 4.3.1 Neka je (X,p) kompletan parcijalan metricki prostor, a €
[0,1), T: X — X dato preslikavange i neka za svako x,y € X vazi

p(Tz,Ty) < max{ap(z,y),p(z,z),p(y,y)} - (4.30)
Tada je
(1) skup X, neprazan;
(2) postoji jedinstveno u € X, za koje je Tu = u;

(8) za svako x € X, niz {T"x},>1 konvergira ka u, u odnosu na metriku p°.
Dokaz: Neka je z € X. 1z (4.30) sledi
p(T2,Tx) < max {a p(z, o), p(a,2)} = p(z,2),
pa je {p(T"x, T"x)},>0 nerastudi niz, i za svako m > n > 1 vazi

p(T"z, T™z) < max {a p(T" 'z, T '2), p(T" ', T" 'z)} . (4.31)
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Uvedimo oznake:
ry = lmp(T"z, T"z) = inf p(T"z,T"x) > 0
n n

M, = ——
* 11—«

Pokazaé¢emo da za svako n > 0 vazi

p(x, Tx) + p(z, z).

p(z, T"z) < M,. (4.32)

Ocigledno je (4.32) zadovoljeno za n = 0, 1. Pretpostavimo da (4.32) vazi za
svako n < ng — 1, i pokazimo da vazi i za svako n = ng > 2. Kako je
p(z, T™x) < p(z,Tz) + p(Tz, T x)
< p(w, Tw) + max {a p(z, T z), p(z,z) }

< pla, Ta) + = p(a, Tx) + pla,a) = M,

indukcijom dolazimo do (4.32). Sada ¢mo pokazati da je

lmp(T"x, T"x) = ry. (4.33)

Ocigledno, za svako n,m € N vazi p(T"x,T™z) > p(T"x,T"z) > r,.
Neka je za proizvoljno € > 0 dato ng € N takvo da je p(T™0x, T™zx) < r, + €
i2M,a™ < r, +e. Samim tim, za svako n,m > 2 - ng je

p(T"z, T"z) < max {« p(T" te, T ), p(T" Lo, T ),

p(TmilCC, Tmflx)}

< max {a2 p(T" 2, T™ 22), p(T" 22, T" %x),
p(Tm_zflj, Tm—Qx)}

< ... S max {ano p(Tn—nox’ Tm_nox)7p(Tn_n0$, Tn—nox)’
(™0, T2 )
<7Tzte.

Dakle, dobijamo da vazi (4.33). Kako je (X, p) kompletan parcijalan metricki
prostor, postoji # € X za koje je

ry = p(&,2) = liTrlnp(m', T"z) =limp(T"x, T™x). (4.34)

n,m
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Dokazac¢emo da je
P, &) = pli, Ti). (4.35)

Za svako n € N je
p(z,T%) < p(z,T"x) — p(T"z, T"z) + p(Tz, T"x). (4.36)

Iz (4.30) sledi da postoji podniz {nj}r>1 pozitivnih celih brojeva takav da
je p(Tx, T™2z) < «a p(&,T™ 'x), k > 1, ili p(T, T™z) < p(i,2),k > 1,
ili p(Ta, T™z) < p(T™ tx, T™ 'x), k > 1. U svakom od slu¢ajeva, kada u
(4.36) uzmemo k — oo sledi p(&,T¢) < p(&,&). Dakle, vazi (4.35).
Pokazimo da je X, neprazan. Za svako k € N biramo x;, € X tako da je
p(xk, xk) < pp + 1/k. Pokazatemo da je
Lim p(&p, Tm) = pp. (4.37)

n,m

Zadatoa>0nekajen0::{ ]+1.Zak2n0je

(1 - a)

pp < p(Tiy, Tiy) < p(Eg, Tr) = T2, < (T, Tk)

PR I S Cal)
Pp L= Pp o Pp 3 .
Zato je:
. . , e(1—a)
Uy := p(ag, o) — p(Tay, Tag) < —g . k> ng. (4.38)

Osim toga, ako je k > ng iz
.. 1
p(ig, 2k) = 1o, < p(ag,zk) < pp + o~
sledi
(g, ) < pp + g(l — «) za svako k > nyg. (4.39)

Ako je n,m > ng, tada

p(dn, &m) < p(@n, Tan) + p(Tan, Tam) + p(Tam, im)
—p(Ty, Tap) — p(TE, Tdr)
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i (4.35) impliciraju
P(En, &) < Up + Un + p(Tin, Tii)
< Up + Up + max {Oép(j:‘n, B ), D(En, Tn), P(Ems Tm) } -
Prema tome, iz (4.38) i (4.39), dobijamo

. 2 2 .. 2 . .
Pp < p(xnvxm) < max {357 55(1 - a) +p(33na 1‘n)7 55(1 - a) +p($m,$m)}

2
< max{ga,pp—i-a(l—a)} < pp+e.

Ovim je dokazano (4.37). Zbog kompletnosti parcijalnog metrickog prostora
(X, p) postoji y € X tako da je

p(y,y) = limp(y, &n) = Hm p(&n, Tr) = pp.
n n,m
Specijalno, y € X,,, dakle X, # 0.
Neka je z € X, proizvoljno. Iz (4.34) dobijamo
pp < p(T2,Tx) < p(d,Th) = p(&, &) = e = pp,

teje Td = & € X,. 1z (4.34) zakljucujemo da niz {T"x},>1 konvergira ka & u
odnosu na metriku p®. Ostaje da pokazimo jedinstvenost fiksne tacke. Neka
su u, v fiksne tacke preslikavanja T. Da je u = v direktno sledi iz

p(u, U) = p(TU’ TU) < max{ap(u, U),p(u, u),p(v, U)}

Ili je (1 — a)p(u,v) < 0, tj. p(u,v) = 0 paje u = v, ili je p(u,v) < plu,u) =
p(v,v) = pp, aiuovom slucaju jeu =v. O

Napomena 4.3.1 I ako Teorema 4.3.1 ne govori o jedinstvenosti fiksne tacke,
lako je videti da ako su, pod ucinjenim pretpostavkama, u i v fiksne tacke za
koje je p(u,u) = p(v,v) onda je u = v. Ako uslov (4.30) zamenimo nekim od
narednih strozijih uslova, jedinstvenost fiksne tacke je zagarantovana.

Teorema 4.3.2 Neka je (X,p) kompletan parcijalan metricki prostor, o €
[0,1) ¢ T : X — X preslikavanje. Neka je za svako x,y € X zadovoljen sledeéi
uslov:

5 (4.40)

Tada postoji jedinstveno z € X tako da je Tz = z. Za dato z € X, 1 svako
x € X, niz {T"x}n>1 konvergira ka z u odnosu na metriku p°.

(T, Ty) < max {ap(a, ), D TP,
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Dokaz: Koriste¢i Teoremu 4.3.1, preostaje da pokazemo jedinstvenost fiksne
tacke. Ako je Tz = z 1 Tw = w, tada je

p(z,w) = p(Tz,Tw) < max {ap(z, w), p(z,2) + p(w, w) }

2

te vazi p(z,w) < ap(z,w), odakle je p(z,w) = 01z = w, ili 0 = 2p(z,w) —
p(z.2) — plw,w) = p(ew) i 2 = w. D

Kao posledicu dobijamo prethodno pomenute rezultate Matthewsa. Prime-
timo da se Matthewsov rezultat odnosi na kompletan parcijalan metricki pros-
tor, ali vazi i za 0—kompletan parcijalan metricki prostor.

Posledica 4.3.1 (Matthews [101]) Neka je (X, p) 0—kompletan parcijalni met-
ricki prostor, A € [0,1) i T : X — X dato preslikavanje. Pretpostavimo da je
za svako x,y € X zadovoljen sledec¢i uslov:

p(Tz, Ty) < X p(z,y). (4.41)

Tada postoji jedinstveno z € X takvo da je Tz = z. Pritom vazi p(z,z) =0 i
za svako x € X niz {T"x}n>1 konvergira ka z u odnosu na p®.

Dokaz: Uslov (4.41) povlaci p(T"z,T"z) < o™p(z,x), $to zajedno sa (4.34)
implicira p(&,2#) = 0. Medutim, iz (4.35) dobijamo p(#,T%) = 0 pa je p®*-
grani¢na vrednost niza {T"z},>o zapravo jedinstvena fiksna tacka & = T'7.
|

Primer 4.3.4 Neka je X := [0,1]U[2, 3] i definigimo preslikavanje p : X2 — R
sa:
max{z,y}, {z,y}N[2,3] #0,
x,y) =
o) ={ 1 R

U tom slucaju je (X,p) kompletan parcijalan metri¢ki prostor. Neka je
preslikavanje 7' : X — X definisano sa:

T 0<z <,
Tx = 1, x=2,
e 9<gp<3

2
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Tada je
1

(z,x) —;p(y, y)’ (2,9} N1[2,3] £ 0.
Primetimo, za proizvoljno a € [0,1) ukoliko je a < 1/2 tada (4.41) ne vazi ni
za jedno z,y € (2,3], a ako je a € (1/2,1), tada (4.41) ne vazi ni za jedno
x,y za koje je 2 < y < x < 2/(2a—1). Na osnovu Teoreme 4.3.2 postoji
jedinstvena fiksna tacka z = 11 p(1,1) = 0 = p,. Ovde je X, = [2,3]. Da li
Picardov niz {T"x},>o tacaka z € X \ X, konvergira ka fiksnoj tacki ili ne,
zavisi od nacina izbora tacke = : ako je z € (2, 3] odgovor je negativan, a ako
je x = 2 odgovor je pozitivan.

p(Tz, Ty) < £

Istrazivanja na temu postojanja fiksne tacke viSeznacnih kontraktivnih
preslikavanja u metrickim prostorima inicirana su od strane S.B. Nadlera
[106]. Sledeca teorema je motivisana Nadlerovim rezultatima i na vise nac¢ina
uopsStava dobro poznatu Banachovu teoremu o kontrakciji.

Teorema 4.3.3 Neka je (X,p) 0—kompletan parcijalni metricki prostor i T :
X +— P(X) wiSeznacno p-kontraktivno preslikavanje (tj. postoji r € [0,1)
takvo da za svako x1,x9 € X i1yy € Txy postoji ys € Txo za koje je p(y1,y2) <
rp(x1,x2)). Pretpostavimo da je za svako x € X skup T'x neprazan p®-zatvoren
podskup od X. Tada postoji xg € X za koje je xg € Txg, tj., xo je fiksna tacka
preslikavanga T, i p(xg, xo) = 0.

Dokaz: Pretpostavimo da je ug € X i uy € Twug. Tada postoji us € Tuy
takvo da vazi p(ui,u2) < rp(ug,u1). Na taj nacin dobijamo niz {uy}n,>1 u X
sa osobinom da je up+1 € Tup 1 p(tn, unt1) < rp(tn—1,u,) za svako n € N.
Za svako n € N je:

p(un,un+1) S rp(un—laun) S cee S rnp(u07u1)7

P(un, un) < 27"p(uo, u1),

te je za m > n:

P(Um um) < P(Um un—i—l) +P(Un+17 un—i—?) + ...+ p(um—la Um)

n

”
< (e ™ Dp(ug, ug) < .

rp(uo, ul)-
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Dakle, niz {uy}n>1 je 0-Cauchyev niz u X. Kako je X 0-kompletan
parcijalni metricki prostor, postoji vop € X tako da w, — vg kada n — oo,
i p(vo,vo) = 0. Na osnovu Leme 2.2 iz [124] sledi:

TTL

p(uo,u1), za n>1.
,

Izaberimo w,, € Ty tako da za n > 1 vazi p(uy,wy) < rp(u,—1,v0). Tada je,
za svako n € N
T.n
UQ, U1).
— p(uo, u1)

P(Un, wn) < rp(tn—1,v0) < .

Prema tome, {w,} konvergira ka vy. Kako je T'wvy zatvoren podskup, sledi
vg € Tvyg. 0O

4.3.2 Operatori Zamfirescua

U ovoj sekciji izlazemo pojedine rezultate Ilica, Pavloviéa i Rakicevica [76].
Oni su inspirisani klasi¢nim rezultatima Zamfirescua [150] za preslikavanja na
metrickim prostorima.

Definicija 4.3.1 Neka je (X,p) parcijalan metricki prostor, a,y € [0,1/2),
Ae[0,1)iT: X — X.

(1) Za T kaZemo da je Zi-operator na X ako za svako x,y € X vazi:

p(T, Ty) < max {Ap@:, y), alp(e,Ty) + p(Tz,y)].,

y Ip(e, Ta) + ply, Ty)], &2 T P0:Y) } C(142)

2

(i) Za T kazemo da je Zy-operator na X ako za svako x,y € X vazi:

p(Tz, Ty) < max {\p(z,y), a[p(z,Ty)+p(Tz,y)],
v [p(x, Tx) + ply, Ty)]} - (4.43)

Sledeée pomoéne rezultate ¢emo koristiti kasnije.
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Lema 4.3.1 Neka je T' Z;-operator na parcijalnom metrickom prostoru (X, p)
ix€X. Nekajei>1, f:=max{\a/(1—a),v/(1—7)}€][0,1), 1

B, = {z >1:p(Thx, T 2) < 6p(Ti_la:,Tix)} .
Tada su tacna sledeca tvrdenja:
(1) Za svaki ceo broji > 1 je
p(T'z, T 'z) < max {Bp(Ti_lx, T'z),

Ti Tz Tifl Tifl
2
(2) Ako za meki ceo broj i > 1 vazi p(T* 'z, T 'z) < p(T'z, T'x) tada je
p(Tlx, T ) < Bp(Ta, Thx). (4.45)

(3) Ako za meki ceo broji > 1 vazi p(T'z, T 1x) > Bp(T 1z, T'z) tada je
p(Thz, T ) < p(T" o, T ). (4.46)

(4) {p(T%x, T x)}i>0 je nerastudi niz.

(5)
Ako je By beskonacan skup, tada je ry = 0. (4.47)
(6)
ry = limp(T"z, T™x). (4.48)
Dokaz:

(1) Primetimo da ukoliko je i € N takvo da vazi
p(Tiz, T z) < max {a [p(Ti_la:,TiH:E) +p(Tia:,Ti:L‘)] ,
v [p(T" 2, T'x) + p(T'z, T )] }
tada koristeci
p(T" e, T ) < p(T" e, T'x) + p(T'x, T x) — p(T'x, T'x)
sledi:

p(Tix, T z) < max { 1 it . % } p(T e, Thx).

Sada iz (4.42) sledi (4.44).
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(2) Pod pretpostavkom da je p(T* 1z, T 'x) < p(T'z, T'x), uslov

p(Tiz, T'x) + p(T+ o, T 1)
2
povlaéi p(Tx, T ) < p(Tiz, T'x), $to je nemogude.

p(TZx, TH_la:) S

retpostavimo da je ', T ) > —ly, T'x). Tada iz (4.
(3) Pretpostavimo da je p(Tiz, T+1z) > Ap(Ti~Lz, Tiz). Tada iz (4.45)
sledi p(Tiz, T'x) < p(T* o, T""'2), a zatim iz (4.44) imamo

p(Tlz, T ) < p(T e, T L2).
(4) Ovo sledi iz (1) i (3).
(5) Dovoljno je pokazati da je lilgnp(T”’“x,T"’“'H:z:) = 0 gde je {ny : k >
1} = B, strogo rastué¢a enumeracija skupa B,. Ovo direktno sledi iz
p(Tnk+lx,T”k+l+1x) < Bp(Tnk+l_1$’Tnk+lx)
< Bp(T™a, T ) < ... < BFp(T™a, T ),
pri ¢emu smo iskoristili ¢injenice da je niz {p(T’z, T x)};>0 nerastudi
idajeng <ngyp— 1.
(6) Primetimo da iz (4) sledi
e = lim p(T'x, T 2). (4.49)
K2

Slucaj 1. B, je beskonacan skup.
Pretpostavimo da je n > 11i¢ > 2. Kako je T' Zi-operator, to je
p(T"z, T""'z) < max {)\p(Tnflx,T"”*lx),
a [p(T" 'z, T" ) + p(T"2, T )],
v [p(T" e, T ) + p(T" ", T )]
p(Tn Ly, T 1) 4 p(TH 1y, T 1) }
5 .

za svako x € X. Koristeéi sledeée tri nejednakosti

p(Tnflx, TnJrz'flx) < [p(Tnilx, Tnl’) + p(Tnﬂf, TnJrix)
+ p(TnJrix7 TnJriflx)],
(T" o, T"x) + p(T"x, T" '),

<p
< p(T”x, Tn-&-ix) + p(Tn—H.I', Tn-i-i—lm)’
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dolazimo do nejednakosti:
p(T"z, T"'z) < C [p(T" 2, T"z) + p(T"" 2, T )],

gde je C' = max{a/(1 —2a),7,\/(1 — X),1/2}. Dakle, (4.48) sledi iz
(4.42), (4.47) 1 (4.49).

Slucaj 2. B, je konacan skup ili prazan skup.

Tada postoji pozitivan ceo broj n; takav da za svako ¢ > ny vazi
p(Tx, T ) > Bp(T" o, T'x).
Prema toma iz (4.46) imamo:
p(Tlz, T'z) < p(Tlz, T z) < p(T7 ' a, T '2) za svako i > nq,
(4.50)

a odatle sledi

re = inf p(Tiz, T'z) = limp(T'z, T'x). (4.51)
(2

i>ny
Koristeéi (4.49) i (4.51), za dato € > 0 postoji neko ns > ny za koje vazi:

{p(T"$,T”+1m),p(T"x7T"x)} C [rx,rx + %) , > .

Neka su n > ng i > 2 proizvoljni. Iz (P4) i (4.50) sledi

ry < p(T"z, T"z) < p(T":):,T"H:):)
i—1 i1
< p(TnJrkx, Tn+k+1x) _ Zp(Tn+km7 TnJrk.T)

k=0 k=1
< p(Tmz, T ) + p(T e, TV ) — p(TH e, T y)
i—1
+ Z[p(Tn-i-kx’ Tn-i-k-i—lx) _ p(Tn+k_1x, Tn+k_1:(})]
k=2

< p(Tn:E, TTL—HFL‘) + [p(Tn-H:L’, Tn+2$) o p(Tn—H_l:L‘, Tn—i—i—l)]

€ €
<rx+§—|—§:rx+5.

Iz (4.49) sledi (4.48). O



196 Glava 4: Uopstenja kontraktivnih preslikavanja

Nadalje ¢emo koristiti oznake iz Leme 4.3.1.

Napomena 4.3.2 Naveséemo nekoliko komentara u vezi sa prethodnom le-
mom.

(a) U opstem sluéaju za Zi-operatore ne mora postojati i € N za koje vazi

p(T'z, T z) < max{a [p(T" 'z, T 2) + p(T"z, T'x)]
’y[p(Ti z, T'x) + p(Tlx, T ) )]} (4.52)

(ovo je nejednakost iz dokaza za (1)). Zaista, neka je (RT,p) parci-
jalan metricki prostor i p(x,y) = max{x,y}. Neka je « =~ =\ = 0.
Definisaéemo preslikavanje T : Rt — RT sa Tz = g Operator T je

Z1-operator jer je

z y} <ty _pl@n) +pwy)

p(TI', Ty) max { 2 2 2 - 2 9

za svako x,y € RY. U svakom slucaju, ne postoje v € RT i i € N takvi
da vazi (4.52) jer je
2 (T, T 'z) > 0
21’ - p ) )
za svako x € RT. Osim toga, primetimo da je

max { o [p(Ti_lx,Tin) +p(Tia:,Tix)] ,
v [p(T’;lx,T"aj) +p(Tix,Ti+la:)]} =0.

(b) Skup B, moze biti prazan za svako x € X. To zakljucujemo na os-

x
novu prostora i preslikavanja koji su razmatrani u (a). Zaista, 5 =
p(Tlx, T ) > Bp(T e, T 1x) = 0 za svako x > 0 jer je B = 0.

(¢) Daéemo primer Zy-operatora za koji je B, beskonacan skup za svako
x € X. Neka je (RT,p) definisan kao u (a), a« = X\ = 0 i izaberimo
v € (0,1/2). Definisemo preslikavanje T : RY — RT sa Tx = vy za
x € RT. T je Zy-operator jer vaZi nejednakost

max{yz, vy} = p(Tz,Ty) < 7 [p(z, Tz) + p(y, Ty)] = vz + vy.
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ZQWSL:B vazi:
-y

p(T'x, T a) = y'z < % v le = pp(T" e, T'r)
—v

za svako x > 0 ii € N. Dakle, B, = N za svako x € RT.

Lema 4.3.2 Neka je T' Zy-operator na parcijalnom metrickom prostoru (X, p).
Ako suz,y € X 1

p(y,y) = limp(y, T"x) = limp(T"z, T™x), (4.53)
n n.m
tada je p(y,y) = p(y, Ty).

Dokaz: Uveséemo sledeée oznake: K := max{l/(1 —«),1/(1—7)}, 0, :=
p(y, T"x) = p(T"2, T"x) i pin = p(y, T"'@) = p(y, y)- 1z

p(y, Ty) < 0n +p(Ty, T"x)
< 0p +max {\ p(y, T"'z), & [p(y, T"x) + p(Ty, T" ‘)],
v [ply, Ty) + p(T" 'z, T"2)]

p(y.y) +p(T" o, T" ) }
2 )

koriste¢i p(Ty, T" 'z) < p(Ty,y) + fin, dobijamo

(0%
1—

p(y, Ty) < K6, + max {)\ p(y, T" '), " p(y, T"x) + pn) ,

Tn—l Tn—l
1 v p(Tn_lx’Tnx),p(%pr( . x, w)}'
—

Kad n — oo, iz (4.53) sledi p(y, Ty) < p(y,y). O

Lema 4.3.3 Neka je T Zi-operator na kompletnom parcijalnom metrickom
prostoru (X, p). Tada za svako € > 0 postoji v € Xp tako da je

p(v,v) < pr+e i p(Tv,Tv) > pr —e. (4.54)



198 Glava 4: Uopstenja kontraktivnih preslikavanja

Dokaz: 1z (4.48) i ¢injenice da je prostor (X, p) kompletan, zakljuéujemo da
za svako x € X postoji © € X za koje vazi:

p(d, ) = limp(d, T"x) = Iimp(T"2, T"z) = 14,
n n,m

Sto, po prethodnoj lemi, implicira da je X7 # ().

Ako je pr = 0 tada (4.54) ocigledno vazi. Dakle, pretpostavimo da je
pr > 01 da uslov (4.54) nije zadovoljen. Tada postoji neko € > 0 takvo da za
svako v € Xp za koje je p(v,v) < pp + ¢ mora da vazi p(Tv,Tv) < pp — €.
Izaberimo v € Xr za koje je p(v,v) < pr + min{e, (1/8 — 1)pr}. Na osnovu
Leme 4.3.2 zaklju¢ujemo da je v € Xp i pp < p(0,0). Tada je

pr < p(0,0) = ry < p(Tv, T?v)
S { p(o, Ty, PO T DT, T0) } |

: (4.55)

Ako vazi
p(v,v) + p(Tv, Tv)

p(Tv, T?v) < 5 :

tada (4.55) povlaci

plv,v)+pr —¢
pTS ( )Qp )

tj. pr +¢ < p(v,v), Sto je nemoguce.
Ako vazi p(Tv, T?v) < Bp(v, Tv), tada iz (4.55) dobijamo

pr < Bp(v, Tv) = Bp(v,v) < B <,0T + uj?’”) = pr,

te ponovo dolazimo do kontradikcije. O

Sada ¢emo navesti i dokazati teoremu o fiksnoj tacki za Z; i Zs-operatore
na kompletnim parcijalnim metrickim prostorima. Izmedu ostalog, kao posle-
dicu dobijamo neke generalizacije Matthewsove teoreme o fiksnoj tacki.

Teorema 4.3.4 Neka je T Zi-operator na kompletnom parcijalnom metri-
¢kom prostoru (X,p). Tada:

(1) postoji jedinstveno z € X takvo da je Tz = z.
(2)  plz,2) =min{p(z,2)| v € X1} = pr,

(3) ako je x € X ip(z,x) =p(x,Tx) = p(z,2), tada je x = z.
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Dokaz: Na osnovu Leme 4.3.3, sledi postoji v,, € X7 tako da je
1 . 1
P(Un,vn) < pr+ o lper— <p(Tvp, Tvy), n=1,2... (4.56)
Kako je p(T'vy,, Tvy,) < p(vn, Tvy) = p(vp, vy), sledi
2
0 < p(vp,vn) — p(Top, Tvy) < e

Osim toga, primetimo da iz p(y, Tw) < p(y, w) + p(w, Tw) — p(w, w) sledi
p(y, Tw) < p(y, w) za svako y € X i za svako w € Xrp. (4.57)

Neka su n,m >k > 1 proizvoljni i L := max{5,4/(1 — A),4/(1 — 2a)}. Tada
je
pr < p(vn; vn) < p(Un, V)

< p(Top, Top,) + [p(vn, Tvn) — p(Tn, Tvy)] + [P(Vm, Tvm) — D(TUm, Tom)].
Odavde je

4
pr < p(Vn, vm) < p(Ton, Tvm) + Z

-+ max {)\p(vna Um), & [p(vna Tvm) + p(Tvy, Um)] )

Y [p(Vny Tvp) + PV, Tor)] 7lU(vn, Un) + p(Vm, Um) } '

2

Prema tome, koristeci (4.42), (4.56) i (4.57), dolazimo do nejednakosti

L
pr < p(vn,vm) < pr + T

Ovim smo pokazali da je lim p(v,,vy) = pr. Sada, zbog kompletnosti pros-
n,m

tora, sledi da postoji z € X tako da je
p(z, z) = limp(z, v,) = Hm p(vy, vm) = pr. (4.58)
n n,m
Pokazacemo da je z € Xp. Neka je 0, := p(z,vy,) — p(Tvn, Tvy,). Tada je

p(z,Tz) < [p(z,vn) — p(Tvpn, Tvy)| + [p(vn, Tvr) — p(vn, vn)] + p(Tvp, Tz)
= 0p +p(Tvp, T'z),
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odnosno
p(2,Tz) < 0p + p(Tvp, Tz). (4.59)

1z
1
T — - < p(Tog, Tv,) < p(vp, Tvy) = p(vn, vn) < p(z,v,)
i (4.58) sledi 6,, — 0.
1z (4.58) dobijamo

p(z,Tz) < 0y, + max {Ap(vn, 2), & [p(vn, Tz) + p(Top, 2)],

P ) 42022}

7 [p(vn, Ton) + p(z,T2)]
Neka je N := max {1/(1 —a),1/(1 —~)}. Tada iz
p(vn, Tz) < p(vn, 2) +p(2,T2) — p(2,2) 1 p(Tvp,z) < p(vn, 2),
sledi
p(z,T2) < N§, + max {)\p(vn, %), — 2 [2p(vn, 2) — p(2,2)] |

11—«
;e

ﬁp(vmﬂn),
S obzirom na (4.58), za n € N prethodna nejednakost povlaci p(z,Tz) =
p(z,2). tj. z € Xp. Zato je p(z,z) = min{p(z,z)| z € X1} = pr.

Nadalje ¢emo pokazati da je Tz = z. Zapravo, pokaza¢emo da iz p(x, ) =
p(x,Tx) = pr sledi Tax = x.

Pretpostavimo da je pr > 0 (u suprotnom, tvrdenje ocigledno vazi). Kako
je
0 < pr <infp(T" 'z, T"x) < p(Tx, T?z) < p(z,Tx) = pr,
n

zakljucujemo da je p(Tx, T?x) = p(x,Tx) = pr. Kako je p(Tz,T?x) # 0, iz
(4.44) sledi
z,z)+ p(Tz, Tx)

pr = p(Ta, %) < PED L

tj. pr < p(Tz,Tz). Prema tome x = Tx.

Pretpostavimo da h,g € X i da je Th = hiTg = g. Na osnovu (4.42)
sledi

p(ga h) - p(Tg,Th) < max {)\p(g, h), QOép(g, h), p(g7g) +p(ha h) } .

2
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h,h
Tada je p(g,h) < 0,tj. p(g,h) = 0,ili p(g,h) < p(g.9) —;p( ,h)

0. Prema tome g =h. O

,tj. p*(g,h) =

Teorema 4.3.5 Neka je T Zs-operator na 0-kompletnom parcijalnom met-
rickom prostoru (X,p). Tada postoji jedinstveno z € X tako da je Tz = z.
Osim toga, p(z,z) = 0 i za svako x € X niz {T"x},>1 konvergira ka z u
odnosu na p°.

Dokaz: Za dato x € X, primetimo da iz (4.43) dolazimo do nejednakosti
p(Tlz, T z) < Bp(T" tx, T'x), za svako i > 1.

Samim tim je r, = 0, na osnovu (4.47). Sada iz (4.48) sledi {T"x},>1 je
0-Cauchyev niz. Samim tim za neko y € X vazi

p(y,y) = limp(y, T"z) = limp(T"z, T™z) = 0.
n n,m
1z (4.53) i Leme 4.3.2 dobijamo p(y,Ty) = 0, tj. Ty = y. Jedinstvenost
fiksne tacke sledi iz dokaza Teoreme 4.3.4. O

Sada ¢emo navesti neke posledice Teoreme 4.3.4.

Posledica 4.3.2 ([75]) Neka je (X, p) kompletan parcijalni metricki prostor,
A€f0,1) i T : X — X dato preslikavanje. Pretpostavimo da je za svako
z,y € X zadovoljen sledeci uslov:

p(Tz, Ty) < max {Ap(x,y» ple,) + 2ly:9) } -

2
Tada vaze zakljuci (1), (2) i (3) iz Teoreme 4.3.4.
Posledica 4.3.3 Neka je (X,p) kompletan parcijalni metricki prostor, a €

[0,1/2) i T : X — X dato preslikavanje. Pretpostavimo da je za svako x,y € X
zadovoljen sledecéi uslov:

p(Tz,Ty) < max {a [p(z, Ty) + p(Tz,y)] 7p($,x) +r(y.y) } ‘

2

Tada vaze zakljuci (1), (2) i (3) iz Teoreme 4.3.4.
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Posledica 4.3.4 Neka je (X,p) kompletan parcijalni metricki prostor, v €
[0,1/2) T : X — X dato preslikavange. Pretpostavimo da je za svako x,y € X
zadovoljen sledeci uslov:

p(Tz, Ty) < max {7 (2, Tz) + ply, Ty)], DD+ PW:Y) } .

2
Tada vaze zakljuci (1), (2) i (3) iz Teoreme 4.3.4.

Osvrnuc¢emo se i na posledice Teoreme 4.3.5.

Posledica 4.3.5 (Matthews [101]) Neka je (X, p) 0-kompletan parcijalni met-
ricki prostor, A € [0,1) i T : X — X dato preslikavanje. Pretpostavimo da je
za svako x,y € X zadovoljen sledeci uslov:

p(Tz, Ty) < A p(a,y). (4.60)
Tada postoji jedinstveno z € X tako da je Tz = z. Osim toga, p(z,z) =0 i za

svako x € X niz {T"x}p>1 konvergira ka z u odnosu na p®.

Posledica 4.3.6 Neka je (X, p) 0-kompletan parcijalni metricki prostor, o €
[0,1/2) iT : X — X dato preslikavange. Pretpostavimo da je za svako x,y € X
zadovoljen sledecéi uslov:

p(Tx, Ty) < alp(z, Ty) + p(Tx,y)] . (4.61)

Tada postoji jedinstveno z € X tako da je Tz = z. Osim toga, p(z,z) =0 i za
svako x € X niz {T"x}n>1 konvergira ka z w odnosu na p°.

Posledica 4.3.7 Neka je (X, p) 0-kompletan parcijalni metricki prostor, v €
[0,1/2) iT : X — X dato preslikavanje. Pretpostavimo da je za svako x,y € X
zadovoljen sledeéi uslov:

p(Tz,Ty) < v[p(z, Tx) + py, Ty)] . (4.62)

Tada postoji jedinstveno z € X tako da je Tz = z. Osim toga, p(z,z) =0 i za
svako x € X niz {T"x}n>1 konvergira ka z u odnosu na p°.

Jasno je da je Zs-operator T i Zi-operator. Sledeéi primer ukazuje na to
da obrnuto u opstem slucaju ne vazi tj. da postoji Zj-operator T' koji nije
Zy-operator.
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Primer 4.3.5 Neka je X :=[0,1] U [2,3] i definiSemo p: X% — R sa

) max{z,y}, {x,y}n[2,3]#0,
plav) ‘{ w—yl {wy}C 1]

Prostor (X,p) je u ovom slucaju kompletan parcijalni metricki prostor.
Definisa¢emo preslikavanje T': X — X sa

z+1
<1
2 ) x—?
Tx = 1, T =2,
2
;x,2<x§3

Primetimo da za proizvoljno A € [0, 1) vazi

p(Tz,Ty) > Ap(z,y)
ukoliko je A < 1/2i z,y € (2,3]ili A€ (1/2,1)i2<y <z <2/(2\—1).
Takode, za proizvoljno «, v € [0,1/2) nejednakost
p(Tz,Ty) > max {a [p(z,Ty) + p(Tz,y)], 7 [p(z, Tx) + ply, Ty)]}

vaziakoje <1/2i2 <z =y <3,iliakojel/2<fi2<x =y <2/(20—1),
gde je 6 := 2max{a, 7v}.

S druge strane, vazi

p(T2,Ty) < Sp(e,y), oy} €10,1),

plx,r)+ply,y
p(Ta, Tg) < PO ERWD g a5 20,
Shodno tome, T je Zj-operator na X koji nije Zs-operator. Na osnovu
Teoreme 4.3.4 zakljucujemo da postoji jedinstvena fiksna tacka z = 1 preslika-
vanja T'. Osim toga, X7 = {1} U (2,3] i p(1,1) = 0 = min{p(z,z)| z € Xr}.

U slede¢em primeru pokazaéemo da zakljuc¢ak (3) Teoreme 4.3.4 u opStem
slucaju ne vazi.
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Primer 4.3.6 Neka je (X,po) parcijalni metricki prostor, a > 01 f : X —
[0,a) proizvoljno preslikavanje. Ako je z,y € X,  # y definisemo p(x,y) =
po(z,y)+a, ip(x,z) = f(z). Ocigledno, (X, p) je parcijalan metricki prostor.
Neka je T'=1 : X — X identi¢no preslikavanje u X, tj., I(z) =z, x € X.
Ako je b := sup f[X] < a tada, posmatrajuéi niz {z,}n>1, uotavamo
da je limsup p(xn,z,) < b < a i p(zp,Tm) > a za T, # T, Dakle, ne

postoji nestacionarni p-Kosijev niz. Dakle, (X,p) je kompletan. Dalje, ako
inf f[X] ¢ f[X], sledi ne postoji z € X tako daje p(z, z) = inf{p(z,x)| z € X}.
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Dodatak

U ovom delu izlazemo(podse¢amo) na neke pojmove i stavove koji se koriste
u knjizi.

Neka je X neprazan skup, P(X) partitivni skup skupa X i 7 C P(X).
Familija 7 je topologija na skupu X, ako zadovoljava sledeée uslove:

0, X e,

n
Ui, Us, ..., U, €T = ﬂUiET,
1=1

{Uicielfcr= (JUier
el

Par (X, 7) naziva se topoloski prostor. Obi¢no kazemo “X je topolski pros-
tor”, a podrazumevamo da je na X definisana topologija koju oznacavamo sa 7.
Elementi topologije 7 zovu se otvorent podskupovi skupa X, ili otvorent skupovi
u X, a elementi topoloskog prostora tacke. Za F C X, sa I'“ oznac¢avamo kom-
plement skupa F' (u odnosu na X). Podskup F topoloskog prostora (X, 7)
je zatvoren ako je njegov komplement otvoren, t.j., ako X \ F' = F°¢ € 7.
Zatvorenje ili adherencija skupa E, oznacava se sa I, ili cl F, jeste presek svih
zatvorenih skupova iz X, koji sadrze skup E. O¢cigledno je E zatvoren skup, i
to je najmanji (po inkluziji) zatvoren skup koji sadrzi E. Skup FE je zatvoren
ako i samo ako je E = E.

205
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Nekaje EC X i{U;Cc X:ie I} CP(X). Ako je
Ec|Ju,
i€l

tada se familija {U; C X : i € I} naziva pokriva¢ skupa E. Familija {U; C
X i€ Iy}, Iy C I, sasvojstvom E C U;jerU; naziva se podpokrivac pokrivaca
{U; € X : i € I}. Kada je Iy konacan skup, odgovarajué¢i podpokrivaé
je konacan podpokrivac, a kada je Iy najviSe prebrojiv skup, podpokrivac je
nagvise prebrojiv. Otvoren pokrivac (podpokrivac) je pokrivac(podpokrivac)
otvorenim skupovima, t.j., U; € 7,1 € I (i € I).

Topoloski prostor X je kompaktan ako svaki otvoreni pokriva¢ prostora
X ima konaé¢ni podpokrivac.

Podskup F topoloskog prostora X je kompaktan ako je kompaktan pot-
prostor E prostora X. Podskup E topoloskog prostora X je relativno kom-
paktan ako je kompaktan potprostor E prostora X, gde je E zatvorenje skupa
E.

Definicija 1. Neka je X neprazan skup. Funkcija d : X x X — R naziva se
metrika(rastojanje) na skupu X ako zadovoljava sledeée uslove:

d(z,y) > 0 za svako z, y € X,

d(xz,y) = 0 ako i samo ako je x =y,

d(z,y) = d(y,z) za svako z, y € X, (simetrija),
d(z,y) <d

(x,2) +d(z,y) za svako z,y, z € X.(nejednakost trougla).

Metricki prostor je par (X,d), gde je d metrika na skupu X. Preslikavanje f

sa metrickog prostora (X, dx) u metricki prostor (Y, dy) je izometrija ako je

dy (f(x1), f(x2)) = dx(x1,22) zasvako x1,29 € X.

Metricki prostori (X, dx) i (Y,dy) su izometriéni ako postoji izometrija
fsaXnav.

Ako je E neprazan podskup metrickog prostora (X, d), tadajed : ExXE —
R, restrikcija preslikavanja d sa X x X na F x E, metrika na E. Par (F,d)
naziva se metricki potprostor, ili jednostavnije potprostor prostora (X, d).
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Rastojanje izmedju mnepraznih skupova E i F, u metrickom prostoru
(X, d), definise se sa

d(E,F) =inf{d(z,y) :x € E, y € F},
a rastojanje izmedju x € X i nepraznog skupa E sa
d(z,E) =d({z}, F) = inf{d(z,y) : y € F}.
Neka je (X, d) metricki prostor, a € X i r > 0. Skupovi:
K(a,7)=K(a,r)x ={zr € X : d(z,a) <1},

Kla,r] = Kla,r]x ={z € X : d(z,a) <r},
S(a,r)=S(a,r)x ={r € X : d(z,a) =1},

nazivaju se, respektivno, otvorena kugla(lopta), zatvorena kugla(lopta) i sfera
u X sa centrom u a i polupreénikom r. Familija 74, podskupova G skupa X sa
osobinom da za svako x € G postoji pozitivan broj r(x) tako da je K (x,r(x)) C
G, je topologija na X, i naziva se topologija definisana metrikom d, ili prirodna
topologija na metrickom prostoru (X, d). (X, 74) je Hausdorffov prostor. Ako
posebno ne naglasimo, uvek kada metricki prostor razmatramo kao topoloski
prostor, podrazumevamo da je on topoloski prostor sa topologijom koja je
definisana metrikom. Podskup G metrickog prostora X je otvoren skup u X
ako 1 samo ako je G unija otvorenih kugli K(a,r(a)) C G, a € G. Otvorena
kugla K(a,r) je otvoren skup, i naziva se r-okolina tacke a. Svi pojmovi
i stavovi za topoloske prostore na prirodan nacin se prenose i na metricke
prostore. Na primer: niz {z,} u (X,d) konvergira ka x € X ako niz {z,}
konvergira u (X, 74), t.j., ako

d(xn,z) -0 kad n — oo;

funkcija f sa metrickog prostora X u metricki prostor Y je neprekidna u
tacki a € X ako za svako € > 0, postoji § > 0, tako da iz d(z,a) < § sledi

d(f(z), f(a)) <e

Diametar skupa E C X, oznacava se sa diam F, je
diam E = sup{d(z,y) : x,y € E}

Podskup E, metrickog prostora (X,d), je ograniéen ako je diam FE < oo.
Ocigledno je E ograni¢en podskup u X ako i samo ako je sadrzan u nekoj
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kugli(otvorenoj ili zatvorenoj) prostora X. Niz (z,,) u metrickom prostoru
X je ogranicen ako je skup {z,, :n =1,2,...} ograni¢en. Svaki konvergentan
niz je ogranicen. Tacka x, metrickog prostora X, je tacka nagomilavanja niza
() ako postoji podniz (zp,) niza (z,) koji konvergira ka z, kad n — oo.
Tacka a € X je tacka nagomilavanja skupa E ako i samo ako postoji niz (ay,),
medjusobno razli¢itih tacaka u F, koji konvergira ka a. Tacka a € X je adher-
entna tacka skupa E ako i samo ako postoji niz (a,) u E koji konvergira ka
a. Podskup E metrickog prostora X je zatvoren u X ako i samo ako za svaki
niz (z,) u F iz nh_)rglozvn =z, z€ X,sledixz € F.

Definicija 2. Niz (z,), tacaka metrickog prostora (X,d), je Cauchyjev ako
za svako € > 0, postoji ng € N, tako da iz m, n > ng sledi d(z,,z,) < €.
Simbolicki, niz (x,) je Caushyjev ako

(Ve > 0)(Ing € N)(Vm,n € N)(m,n > ng = d(zm, z,) < €).

Svaki konvergentan niz je Cauchyjev, a svaki Cauchyjev niz je ogranic¢en. Ako
Cauchyjev niz (x,,) ima konvergentan podniz, tada je (z,,) konvergentan niz.

Definicija 3. Metricki prostor (X, d) je kompletan ako je u njemu svaki Cau-
chyjev niz konvergentan. Svaki zatvoren potprostor kompletnog metrickog

prostora je kompletan metricki prostor.

Teorema 1. Neka je X metricki prostor. Slede¢a tvrdjenja su ekvivalentna:

e (i) X je kompaktan metricki prostor.
e (ii) Svaki niz u X ima tacku nagomilavanja u X.

e (iii) Svaki beskonac¢an podskup skupa X ima bar jednu tacku nagomila-
vanja u X.

Definicija 4. Ako su M i S podskupovi metrickog prostora (X,d) i e > 0,
tada se skup S naziva e-mreZa skupa M ako za svako x € M postoji s € S,
tako da je d(z, s) < e. Prema tome, skup S je e-mreza skupa M ako je

M c U K(s,e).
ses

Ako je skup S konacan, tada se e-mreza S naziva konacéna e-mreza. Skup M
je totalno ogranicen ako za svako € > 0 ima konacnu e-mrezu.
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Teorema 2. Neka je M podskup metrickog prostora (X,d). Ako je skup
M relativno kompaktan, tada je skup M totalno ogranic¢en; ako je metricki
prostor (X,d) kompletan, tada je skup M relativno kompaktan ako i samo
ako je skup M totalno ogranicen.

Definicija 7. Neka je K polje realnih brojeva R, ili polje kompleksnih brojeva
C, a X vektorski prostor nad K. Funkcija z — ||z|| sa X u R naziva se norma
na X ako zadovoljava sledeée uslove:

i) ||lz|]|>0 zasvako =€ X,

ii) ||z|]|=0 akoisamo akoje z =0,

iii) ||Az|| = |Al]|z|]] zasvako A e K isvako z € X,

(
(
(
(iv) lze+yl| <|lz|| +]ly|| zasvako x,ye€ X.

Normiran prostor (normiran linearan prostor, normiran vektorski prostor) je
par (X, || -||), gde je X vektorski prostor, a x +— ||z|| norma na X.

Definicija 8. Neka je X normiran prostor i d funkcija sa X x X u R, definisana
sa
d(z,y) = ||z —y|| zasvako z,ye€ X.

(X,d) je metricki prostor, a za funkciju d kaze se da je metrika definisana
normom ili da je prirodna metrika na normiranom prostoru X.

Kako je normiran prostor (X, || -||) ujedno i metri¢ki prostor (X,d), to
se svi pojmovi i stavovi za metricke prostore na prirodan na¢in prenose i na
normirane prostore. Na primer, niz {z,} u (X,||-||) konvergira ka x € X ako
niz {x,} konvergira u (X, d), t.j., ako

d(zp,x) = ||zy — || = 0, n = 0.

Ako je X normiran prostor i (Y,7) topoloski prostor, tada je funkcija
f: X =Y neprekidna u xy € X ako za svaku okolinu U tacke f(x¢), postoji
okolina V' tacke xg, takva da je f(V) C U. Na primer, norma je neprekidna
funkcija: ovo sledi iz nejednakosti

[zl = llyl[l < [lz =yl zasvako 2,y € X.
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Lako se dokazuje da ako su z,y € X, A € K, {z,} i (yn) nizovi iz X, i
(A\n) niz iz K, tada
Tp—T 1 Yp—=yY= Tp+y, —>T+y,
Tp—=x 1 Ay = A= Az, = Az

Definicija 9. Normiran prostor X je Banachov prostor ako je (X, d) komple-
tan metricki prostor, gde je d metrika definisana normom.

Svaki konacno-dimenzionalan potprostor Y normiranog prostora X je
kompletan (Banachov). Specijalno, svaki kona¢no-dimenzionalan normiran
prostor je kompletan (Banachov). Svaki kona¢no-dimenzionalan potprostor Y’
normiranog prostora X je zatvoren u X.

Neka je L potprostor normiranog prostora X i L # X. Tada skup L nema
unutrasnjih tacaka. Ako je X beskonacno-dimenzionalan Banachov prostor
tada je dim X > Ng.

Neka su X i Y vektorski prostori nad istim poljem skalara K. Preslika-
vanje A : X — Y je aditivno ako je

Az +y) = A(x) + A(y) zasvako z,y € X,
a homogeno ako je

A(Ax) = NA(z) zasvako A€ K isvako z€ X.

Preslikavanje A je linearno ako je aditivno i homogeno. Aditivno preslikavanje
A koje zadovoljava uslov

A(Mz) = MA(z) zasvako M€K isvako € X,

naziva se konjugovano linearno ; A oznacava konjugovano kompleksan broj
kompleksnog broja A.

Skup svih linearnih preslikavanja sa X u Y, oznacava se sa L(X,Y), je
vektorski prostor sa uobic¢ajenim algebarskim operacijama. Ako je A, B €
L(X,Y)iXe€K, tada je

(A+ B)(x) = A(z) + B(x) zasvako =€ X,

(M) (z) = MA(x) zasvako z€ X.
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Nula u L(X,Y) je preslikavanje O definisano sa O(z) = 0 za svako x € X. El-
ement prostora L(X,Y') nazivamo linearan operator (s obzirom da uglavnom
razmatramo linearne operatore, pridev linearan ¢esto izostavljamo). Pros-
tor L(X,Y) je prostor linearnih operatora. Ako je X = K, tada se linearan
operator A : X — K naziva linearan funkcional, a L(X,K) prostor linearnih
funkcionala. Akoje A € L(X,Y) iz € X, tada se obi¢no pise Az umesto A(x).
Ukoliko je X =Y, umesto L(X, X) jednostavno pisemo L(X). Identican op-
erator I € L(X) je operator definisan sa Iz = x za svako z € X. Kada je
potrebno da se naglasi na kome je prostoru definisan identican operator ¢esto
se umesto [ pise Ix. Neka je A € L(X,Y). Nula prostor, nulti prostor ili jez-
gro operatora A, oznacava se N(A), a definise sa N(A) = {z € X : Az = 0}.
Slika operatora A, oznacava se sa R(A), je R(A) = {Az : 2 € X}. N(A) i
R(A) su potprostori, respektivno, u X i Y. Ako je N(A) = {0}, tada je A
injekcija, odnosno A je preslikavanje “jedan-jedan”; skrac¢eno “1-1”7. Ako je
R(A) =Y, tada je A surjekcija, t.j., A je preslikavanje “na”. Ako je preslika-
vanje A “1-1"1 “na”, tada je naravno A bijekcija, a kako se radi o linearnom
preslikavanju, tada se za A kaze da je izomorfizam vektorskih prostora X 1Y,
Vektorski prostori X i Y su izomorfni ako postoji izomorfizam A € L(X,Y).
Ako je Z vektorski prostor nad poljem K, S € L(X,Y)iT € L(Y, Z),
tada se proizvod (kompozicija) operatora S i T, oznacava sa T o S, ili jednos-
tavnije TS, a definise sa (T'S)(z) = T(S(xz)) zasvako x € X. Ocigedno
jeTS € L(X,Z). Ako je A € L(X,Y) izomorfizam, tada postoji inverzno
preslikavanje A~! preslikavanja A. Poznato je da A~! € L(Y, X) i da vazi
AAT = Iy i A1A = Ix.
Definicija 10. Normirani prostori (X, | -||x) i (Y, - [[y) nad istim poljem
skalara K su kongruentni(izometricki izomorfni; ¢esto se kaze samo izomorfni),
ako postoji linearna bijekcija A : X — Y takva da je

|Az|ly = ||z||x =zasvako =z € X.

Preslikavanje A nazivamo tada kongruencija.

Definicija 11. Neka su X i Y normirani prostori nad istim poljem skalara K.
Operator A € L(X,Y) je ogranicen ako postoji realan broj M > 0 takav da je

||Az|| < M||z|| za svako z € X.

|| Az|]
IE]

Operator A je ogranic¢en <= sup < 0.
z#0
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Definicija 12. Neka su X i Y normirani prostori i A € L(X,Y’) ogranicen
operator. Norma operatora A, oznacava se sa ||All, i

def Ax
4] 4¢f g 1421

w0 |zl
Za ogranicen operator A € L(X,Y) vazi:
|| Az|| < ||A]|||z|| za svako x € X,
i za svako € > 0 postoji z. € X tako da je
1Azl > (4] - )l

Skup svih linearnih ogranic¢enih operatora sa X u Y, oznacava se sa B(X,Y).
Ukoliko je X = Y, umesto B(X,X) jednostavno pisemo B(X). Prostor
B(X,K), oznacava se sa X', i naziva prostor linearnih ogranicenih funkcionala
na X, ili dualni prostor prostora X.

B(X,Y) je vektorski potprostor u L(X,Y') i norma operatora jeste norma
na prostoru B(X,Y). Ako je Y Banachov prostor, tada je B(X,Y) Banachov
prostor.

Ako su X 1Y normirani prostorii A € L(X,Y), tada je

|| Az|]
sup [|Az|| = sup [|Az|| =sup
llzl|<1 llzl|=1 e£0 |||

Teorema 4. Neka su X,Y normirani prostori i A € L(X,Y). Sledeéi uslovi
su ekvivalentni:

(1) A je uniformno neprekidno preslikavanje na X.
(2) A je neprekidno preslikavanje u 0.
(3) AeB(X,Y).

Teorema 5. f € ¢/ ako i samo ako postoji a = (a;) € £ tako da je

flz) = Z&ﬂi za svako x = (x;) € L.
i=1

Pri tome je ||f|| = |la|| 1 funkcional f jednozna¢no odredjuje element a €

le.
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Teorema 6. [ € ({,)', 1 < p < oo, ako i samo ako postoji a = (a;) € 4,
%+% = 1, tako da je

oo
flz) = Zaiwi za svako x = (z;) € £,
i=1
Pri tome je || f|| = ||a|| i funkcional f jenoznacno odredjuje element a € /.
Teorema 7. f € (¢) ako i samo ako postoji a = (a;) € ¢ tako da je
oo
f(z) = Z a;x; zasvako x = (;) € .
i=1

Pri tome je ||f|| = |lal| i funkcional f jednoznaéno odredjuje element a € /.
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